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TISAK HRVATSKE DRŽAVNE TISKARE 


ZAGREBU, 


I. Poglavlje. 

Najveća zajednička mjera i najmanji zajednički višekratnik 
posebnih brojeva i algebarskih izraza. 

§ 1. Rastavljanje algebarskih izraza na faktore. Algebarski 
izraz jest, kako nam je poznato, spoj općih ili općih i posebnih 
brojeva s pomoću znakova računskih operacija. 

Na pr. 12 a 3 b 2 c; 5a 2 8ab — 4b 2 -, a + b : c, -“T7=. 

a + V b 

Algebarski izrazi dijele se na monome i polinome. Monom ie alge ¬ 
barsk i izr az, g dje su brojevi spojeni operacijama drugog i trećeg stepena. 

Na pr. 8a; ^; 24 a i b 3 c 2 ; 2 \ a 3 b. 

I jedan jedini broj je također monom. 

Polinom ie zbroi monoma . Tako je na pr. 5a 2 + 8 ab — 4b 2 
polinom, koji je zbroj monoma 5a 2 , 8 ab, — 4b 2 . Monomi, od kojih se 
polinom sastoji, jesu članovi polinoma; ako se polinom sastoji od 2 
člana, on se zove binom ; ako se sastoji od tri člana, on se zove trinojn. 

Na pr. 4a' 2 — 8 ab je bino m, 3a 2 — 5 ab — 8 b 2 je trinom. 

Faktorom se monoma zove monom, koji se u zadanom monomu 
nalazi bez ostatka; faktorom se polinoma zove monom ili polinom, 
koji se u zadanom polinomu nalazi bez ostatka. Jednostavnim se 
faktgrom monoma ili polinoma zove takav faktor, koji se sam dalje 
rastavljati ne dade. Rastaviti algebarski izraz na jednostavne faktore 
znači napisati ga u obliku produkta jednostavnih faktora. 

U monoma, koji se sastoje iz općih brojeva bez koeficijenta, 
jednostavni se faktori neposredno razabiru.' Na pr. a i b z c i sastoji se 
iz 4 jednostavna faktora a, 3 jednostavna faktora b i 2 jednostavna 
faktora c, pa je a 4 b 3 c 2 = a-a-a-a-b-b-b-c-c. Ako monom, 
koji se imade rastaviti u jednostavne faktore, imade koeficijent, ra- 
stavit će se koeficijent u proste faktore i do prostih faktora koefi¬ 
cijenta napisat će se jednostavni faktori monoma. Na pr. 

540 a W = 2- 2- 3- 3- 3- 5 - a- a- aa-b-bb-c-c 

Polinomi će se rastaviti u faktore, ako se napisu u obliku pro¬ 
dukta monoma i polinoma ili u obliku produkta samih polinoma. 
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Ako su ti faktori jednostavni, polinom je rastavljen u jednostavne 
faktore. Najjednostavniji slučajevi, kad se polinom dade rastaviti u 
faktore, jesu ovi: 

1 ) Ako svaki član polinoma sadrži faktor. Taj će se faktor 
onda izlučiti kao zajednič ki. Na pr. 3.x 2 — 12* = 3x (x 4); 
4 x 3 y — 6 x 2 y 2 4 * 10 xj / 3 = 2xy ( 2 x 2 — 3 xy 4 5y 2 ). * > 

2) Ako je zadani polinom razlika jednako visokih potencija t.j. 
ako je on oblika a n b n . Tad je 

a n — b n = (a — b) ( a n ~ l + a n ~ 2 b -f •. • 4 ab n ~ 2 + b n ~ l ). 

Za n = 2, polinom je razlika kvadrata, pa imamo 
a 2 _ £2 _ ( fl _|_ b) ( a _ b); za n = 3 izlazi 
a 3 — b 3 = (a — b) ( a 2 -j- ab + b 2 ); za n = 5 imamo 
a i — b 6 = (a — b) (a 4 + a 3 b 4 a 2 b 2 + + ^ 4 )- 

3) Ako je zadani polinom oblika 

a im + i _|_ b~ m + l , jer je 

a 2m + 1 -|- b 2m ‘ +1 = (a -)- b) (a 2m — a 2m ~ 1 b -j- a 2m ~ 2 b 2 —... - ab 2m + 1 -)- b 2m ). 
Na pr. a 3 -f- b 3 = (a -j- b) ( a 2 — ab - f- b-), 
a b -\- b b = (a b) (a 4 — a 3 b 4 a 2 b 2 — ab 3 4 b 4 ). 

4) Ako je zadani polinom kvadrat ili koja viša potencija nekog 
binoma. Na pr. 

a 2 + 2 ab 4 b 2 = (a + b) 2 = (a + b) (a + b), 

8a 3 — 36 a 2 b + 54 ab 2 —27 b 3 = (2a — 3b) 3 = (2a — 3 b) (2 a —3b) (2a-3b). 

5 ) Polinomi oblika x 2 + ax 4 b rastavit će se u jednostavne 
faktore, ako se nađu 2 broja p i q, kojima je zbroj jednak a i pro¬ 
dukt jednak b. Ako smo takova dva broja našli, tad je 

x 2 + ax 4 b = x 2 + (p + q) x + pq = x 2 + px + qx + pq = 

= x(x + p) + q(x + p) = (x + p) (x 4- q). 

Primjer. x 2 -f- 7x -f- 12 = x 2 -j- 3x -j- 4x + 12 = x(x -j- 3) -j- 
4 4(x 4 3 ) = (x 4 3) (x 4 4 ); x 2 —x — 20 = x 2 — 5x 44x — 20 = 

x(x — 5) 4 4 (x — 5) = (x — 5) (x 4 4). 

Slično se rastavlja 6 x 2 — 5x4 J u jednostavne faktore. Imamo 

6 x 2 — 5x 4 1 = 6 (x 2 — x 4 -i-); dalje je x 2 — x 4 -g- = 

x °--J x -T x + i' T = x l x ~t) “ 1 (*“t) “ 

- (* - t) ( x - T> Zal ° ie 
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Kod svakog rastavljanja polinoma u faktore treba nastojati, ko¬ 
liko je moguće, da su ti faktori jednostavni. 

Daljnji primjeri. 1. Rastavi a 2 4 b 2 — c 2 — 2ab u jednostavne 
faktore. Imamo a 2 4 b 2 — c 2 — 2ab = (a — b) 2 — c 2 =(a-b + c)- 
. (a — b — c). 

2. Rastavi a 6 — b 6 na faktore. Izlazi a 6 — b 3 = (a 3 + b 3 ) (a 3 — b 3 ) = 
= (a 4 b) (a 2 — ab 4 b 2 ) (a - b) (a 2 4 ab + b 2 ). 

3. Rastavi (a-\-b) 4 —(a — b)* na faktore. Imamo (a 4 b) 4 — (a — b)*= 
[(a 4 b) 2 4 (a-b) 2 ][(a 4 b) 2 -(a-b) 2 ) = (2a 2 4 2b 2 ) (a + b + a-b). 

■ (a 4 b - a 4 b) = 2 (a 2 4 b 2 ) • 2a . 2b = 8ab (a 2 + b 2 ). 

4. Rastavi 4 a 3 bc 436 ab 3 c na jednostavne faktore. Dobivamo: 
4 a 3 bc — 36o6 3 c = 4 abc (a 2 — 9b 2 ) = 4abc (a 4 3 b) (a — 3b). 

Bilješka. I na pr. izrazi a 4 4 b 4 , a 4 -f- b 4 4 a 2 b 2 , a 4 b 4 — ka 2 b 2 
(k cio poz. broj) dadu se rastaviti na faktore, ali nisu svagda koefi¬ 
cijenti u tim faktorima racionalni brojevi Tako je 

a 4 4 b 4 = a 4 4 b 4 4 2 a 2 b 2 — 2 a 2 b 2 = (a 2 4 b 2 ) 2 - 2 a 2 b 2 = 
= (a 2 + b 2 + ab ]/2) (a 2 4 b 2 — ab J/2); 

a 4 4 b 4 4 a 2 b 2 = a 4 4 b 4 4 2 a 2 b 2 — a 2 b 2 = (a 2 -f- b 2 ) 2 — a 2 b 2 = 
= (a 2 4 b 2 4 ab) (a 2 4 b 2 - ab). 

a 4 4 b 4 - k a 2 b 2 = a 4 4 b 4 4 2 a 2 b 2 —(2 4 k) a 2 b 2 = (a 2 4 b 2 ) 2 - 

- (2 4 k) a 2 b 2 = (a 2 4 b 2 4 ab ]/2 4 k) (a 2 4 b 2 - ab \/2~k). 

Imaj na umu, da se izrazi a 2 4 b 2 , a 4 -f- b 4 , a 8 4 b 3 . . . ne dadu 
rastavljati u faktore s racionalnim koeficijentima. 

Zadatci. Rastavi u jednostavne faktore: 1. a) 24 a 3 b 4 , b) 504 a 4 b 2 x 2 y 3 , 

c) 15404*4 ta 4 b) 3 , d) 1680 a 2 b 2 (x 2 -j- y 2 ) 2 . ■ 

2. a) x 2 y 2 — y\ b) a 2 b 4 — a 4 b 2 , c)J5x 4 — 20x 2 , d) 2x 2 — 8 y 2 , 
e) 21x 3 y — 48x>' 3 , f) 45x 2 y s — 80, g) 16n 4 — 814 

3. a) ax 4 — lOOGOo, b) 12 m 2 — 27 n 2 , c) (4m — 3 n) 2 — 9/r 2 , 

d) (m 2 4 n 2 ) 2 — 4m 2 n 2 , e) (a 4 b — c) 2 — (a — b 4 

^ (a 4 6 J 2 - (c 4 đ)\ g) (3x 4 9 y) 2 - ( 2 x - 5 y) 2 . 

4. a) (x 4 l) 2 *- (x - l) 2 , b) (3a - b) 2 - (a 4 5^ 2 , 

c)3(a — b) 2 — \2(a-{- b) 2 ,d) (m 2 -[- n 2 — p 2 — q 2 ) 2 — (m 2 — n 2 — p 2 4 q 2 ) 2 > 

e) (a 2 4 b 2 ) 4 - (a 2 - b 2 ) 4 , f) 4a 2 b 2 — (a 2 4 b 2 — c 2 ) 2 . 

5. a) a 10 — a 5 , b) m 9 — m 3 , c) x 6 y 3 — x 3 y°, d) a b ± b'°, 

e) a 10 ± b 10 , f) a 6 4 b 6 , g) a 12 4 b 12 . 

6. a) 27 a 3 4 64 b 3 , b) 12 m 4 (ni 2 — n 2 ) 4 60m 2 /r 2 (m 2 — n 2 ) 4 
4 75/r 4 (m 2 — n 2 ), c) 250x 3 — 2, d) 5 x 3 y 3 — 40, e) x 4 — 1000x7', 

f) a 3 b — bc\ g) ab 3 — 27 a. 
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7. a) 4.x 4 — I2x 2 y 2 + 9y\ b)a i — 2a 2 +l, c) 25a*40ab + m\ 
d) m s — 5m 2 n -j~12 mri 2 — 8n s . 

8. a) x 2 + 8x + 15, b) x* + 9x + 20, c; x 2 - 9x + 18, 
d) 3x 2 + 15x + 18., 

9. a) x 2 -f- 3xy + 2j> 2 , b) a 2 + 3a£ — 46 2 , c,) m 2 + 3/nn — IO« 2 , 
d) 3x 2 — 21 x + 30. 

10. a) a 2 —l — ab — b, b) a* + a 3 — a 2 — a, c) 2a 2 b 2 + 2a 2 c 2 + 
+ 2b 2 c 2 — a 4 — b* — č. 

Naputak za c). Ako se tom izrazu doda i od njeg oduzme 2 a 2 b*, 
može se on pisati 4a 2 b 2 — (a 2 -j- b 2 — c 2 ) 2 i t. d. Izlazi napokon 

(a + b + c) (a + b — c) (a — b + c) (b -j- c — a). 

§ 2. Određivanje najveće zajedničke mjere dvaju ili više 
brojeva rastavljanjem u proste faktore. Svaki broi. koii se na¬ 
l azi u dva ili više brojeva bez osta tka, zove se Mjera tih 

brojeva. Tako su na pr. zajedničke mjere brojeva 36, 54 ovi bro¬ 
jevi: 2, 3, 6, 9, 18. 

Izmeđ u zajedničkih mjera dvaju ili v iše br ojeva jedna mora hit i 
iiajX£Ćd, ier ie hroi njihovih zajedničkih miera konačan, a nijedna za¬ 
jednička mjera ne može biti veća od najmanjeg zadanog broja. Taj 
najveći broj, koji se u svim zadanim brojevima nalazi bez ostatka, 
zove se najveća zajednička mjera zadanih brojeva. Ona se označuje 
obično s M (a, b); M (a, b, c), gdje a, b; a, b, c, znače zadane bro¬ 
jeve. Tako je na pr. M (16, 40, 56) = 8. Brojevi, koji nemaju druge 
zajedničke mjere osim 1, zovu se relativno prosti: M (a, b, c) = 1 
znači dakle, da su brojevi a, b, c relativno prosti. 

Da se odredi najveća zajednička mjera dvaju ili više zadanih 
brojeva, treba te brojeve rastaviti ponajprije u proste faktore, a zatim 
pomnožiti među sobom proste faktore zajedničke svima zadanim bro¬ 
jevima davši svakom prostom faktoru najniži eksponent, s kojim on 
u zadanim brojevima dolazi. Dobiveni produkt bit će najveća zaj. 
mjera zadanih brojeva, a to zato, jer će se on nalaziti u svim zadanim 
brojevima i bit će najveći takav broj. Ovo potonje razabire se odatle, 
što se taj broj ne bi više nalazio bez ostatka u svim zadanim bro¬ 
jevima, kad bi bilo kojem prostom faktoru povisili eksponent ili ga 
pomnožili još s kojim prostim faktorom. 

Primjer. Neka se odredi najveća zajednička mjera od 180,420,660. 
180 = 2 2 • 3 2 • 5, 420 = 2 2 • 3 • 5 • 7, 660 = 2 2 - 3 • 5 • 11. Zato je 
M (180, 420, 660) = 2 2 • 3 • 5 = 60. Preglednije pišemo ovako: 
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180, 420, 660 2 Svi zadani brojevi podijele se sza- 

90, 210, 330 2 jedničkim prostim faktorom; dobi- 

45, 105, 165 3 veni kvocijent opet s zajedničkim 

15, 35, 55 5 prostim faktorom i t. d., doklegod 

3, 7, 11 imade zajedničkih prostih faktora. 

Najveća zajednička mjera jednaka je onda produktu svih divizora, 
koji su napisani s desne strane vertikalne crte. U ovom primjeru 
imamo M (180, 420, 660) = 2 • 2 • 3 • 5 = 60. Imade li među zada¬ 
nim brojevima i višekratnika zadanih brojeva, mogu se oni naprosto 
izostaviti. Na pr. M (15, 36, 108, 120) = Af (15, 36) = 3. 

§ 3. Određivanje najmanjeg zajedničkog višekratnika 
dvaju ili više brojeva nastavljanjem u proste faktore. Svaki 
)rpj, u kom se d va broia ili više niih nalaze bez o statka, zove 


-S e 


brgj, 

z ajedničld višekratnik tih brojeva. Zajedničkih višekratnika dvaju ili 
vtse”br6jeva imade toliko kolikogod hoćemo, jer je svaki višekra¬ 
tnik višekratnika dvaju ili više brojeva opet višekratnik tih brojeva. 
I zmeđu različiti h više kratnika dvaiu ili više broje va mora da je jedan 
najmanji, jer nijedan višekratnik ne može biti manji od tiajVććć'g žada r 
lTog oroja. Taj najmanji višekratnik zvat ćemo najmanjim zajedničkim 
višekratnikom i označit ćemo ga s v (a, b), odnosno s v (a, b, c) i t. d. 

Najmanji zajednički višekratnik odredit će se, da se zadani bro¬ 
jevi rastave u proste faktore, svakom prostom faktoru zadanih bro¬ 
jeva dade najviši eksponent, s kojim on u zadanim brojevima dolazi, 
te se načini produkt tako određenih potencija prostih faktora. Taj će 
produkt biti višekratnik svih zadanih brojeva i to najmanji, jer ne bi 
više bio djeljiv barem s jednim od zadanih brojeva, kad bi u tom 
produktu koji prosti faktor izostavili ili ga uzeli u kojoj nižoj po¬ 
tenciji, a ne u najvišoj, u kojoj on u zadanim brojevima dolazi. 

Primjer: Neka se odredi najmanji zajednički višekratnik od 
1980,3300,4200; 1980 = 2 2 ‘- 3 2 • 5 • 11,3300 = 2 2 • 3 • 5 2 • 11,4200 = 
= 2 3 • 3 • 5 2 • 7; v (1980, 3300,4200) = 2 J • 3 2 • 5 2 • 7 • 11 = 138 600. 

Preglednije se piše ovako: 


1980, 

3300, 

4200 

2 

Treba naći taki prosti faktor, koji 

990, 

1650, 

2100 

2 

se nalazi bar u 2 zadana broja, pa 

495, 

825, 

1050 

3 

s njim te brojeve podijeliti; ostali 

165, 

275, 

350 

5 

se brojevi napišu nepromijenjeno. 

33, 

. 55, 

70 

5 

S dobivenim kvocijentima i osta¬ 

33, 

U, 

14 

11 

lim brojevima postupa se na isti 

3, 

1 , 

14 


način dalje, doklegod ide. Naj- 


ma nji zajednički višekratnik jednak je produktu svih divizora, koji se 
Pišu s desne strane vertikalne crte i svih kvocijenata odnosno zadanih. 


■ 
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brojeva u posljednjem horizontalnom retku. Zato je v (1980, 3300, 
4200) = 2'2 - 3 - 5 - 511-3 - 2 - 7- = 2 3 - 3 2 - 5 2 - 7-ll = 138600. 

Imade li među zadanim brojevima i mjera kojeg zadanog broja, 
možemo ih naprosto izostaviti. Na pr. v (8, 30, 40, 96, 120) = v (96, 
120) = 480. 

§ 4. Određivanje najveće zajedničke mjere i najmanjeg 
zajedničkog višekratnika monoma i polinoma rastavljanjem 
u jednostavne faktore. Da se odredi najveća zajednička mjera i 
najmanji zajednički višekratnik monoma i polinoma, treba ih prije 
svega rastaviti u jednostavne faktore, a onda postupati analogno- kae 
kod posebnih brojeva. 

Primjeri.-1) Neka se odredi najveća zajednička mjera i najmanji 
zajednički višekratnik od 24a 3 b 2 c 3 ,d0a 2 b 3 c b ,3da 2 b 3 c i . Kako je 2ia 3 b 2 c 3 = 
= 2 3 • 3 • a 3 b 2 c 3 , 60 a W = 2 2 • 3 • 5 • a 2 b 3 c b , 36 aW = 2 2 • 3 2 • 
a 2 6 3 C 4 , to je: 

M (24 a 3 b 2 c 3 , 60 a 2 b 3 c b , 36 a 2 b 3 c i ) = 2 Ž • 3 a 2 b 2 c 3 = 12 a 2 b 2 c 3 ; 
v (24 a 3 b 2 c 3 , 60 a 2 b 3 c\ 36 a 2 6 3 c 4 ) = 2 3 • 3 2 • 5 a 3 b 3 c b = 360 a 3 b 3 c b . 

Neka se odredi najveća zajednička mjera i najmanji zajednički 
višekratnik od 4a 6 Z> 2 — 16a 4 Z> 4 , 5a b b 2 — 20a 4 b 3 + 20 a 3 b*, 6 a b b 2 — 96a 2 6 6 . 

Budući da je 

4 o° b 2 — 16 a 4 b* = 4 a 4 b 2 (a 2 — 4b 2 ) = 4 a 4 6 2 (a 4- 2b) (a — 2b), 
5 a b b 2 — 20 a*b 3 + 20a 3 £ 4 = 5 a 3 b 2 (a 2 — 4 ab + 4b 2 ) = 5 a 3 b 2 (a — 2b) 2 , 
6a e b 2 — 96 a 2 b 3 = 6 a 2 b 2 (a 4 — 16£ 4 ) = 6 a 2 b 2 (a 2 + 4b 2 ) (a 2 — 4b 2 ) = 
= 6 a 2 b 2 (a 2 + 46 2 ) (a 4- 2b) (a — 26), to je 
M (4a 6 6 2 — 16a 4 6 4 , 5o 5 6 2 — 20a 4 6 3 +20a 3 6 4 , 6a°6 2 — 96a 2 £4 = 
= o 2 6 2 (a - 26), v (4o ti 6 2 - 16 a 4 b\ 5a 5 6 2 — 20a 4 6 3 + 20a 3 6 4 , 6 q° 6 2 — 
— 96u 2 6 6 ) = 60a 4 6 2 (a 2 + 46*) (a + 26) (a - 26) 2 . - 

Zadatci. Odredi rastavljanjem u proste faktore najveću zajedničku 
mjeru i najmanji zajednički višekratnik od: 

1. a) 144, 360, 792, 1176; b) 225, 450, 750, 1080; c) 300, 720, 
2100, 2400; d) 1008, 1440, 6048, 12960; e) 630, 2100, 1470, 4410. 

2. Tako isto od a) 4095, 1638, 36855, 40131; b) 24, 56, 176, 
520, 1360; c) 144, 405, 648, 1620, 8640. 

3. Odredi najmanji zajednički višekratnik od a) 72 • 55, 60 • 77, 
56 • 495; b) 288 • 125, 225 • 224, 280 • 330. 

4. Koliko imade brojeva manjih od 200 000, koji su u isti čas 
djeljivi sa 144, 360, 504? 

5. Prvo kolo učini u minuti 360 okreta, drugo 450 okreta, treće 
600 okreta. Za koje će vrijeme sva tri kola učiniti istodobno cio 
broj okreta, ako se ona počinju istodobno okretati ? 
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6. Četiri lađe plove prema istom mjestu; prva svakih 5 dana, 
druga svakih 8 dana, treća svakih 12 dana, četvrta svakih 16 dana. 
Ako su one danas otplovile zajedno, kad će one opet otploviti zajedno? 

7. Odredi nekoliko brojeva, kojima je najveća zajednička mjera 

16 , najmanji zajednički višekratnik 3696. .( 

8. Odredi nekoliko brojeva, kojima je produkt 6720, a najveća 
zajednička mjera 8. 

9. Odredi a) dva broja, kojih je produkt 17640, a najmanji zajed¬ 
nički višekratnik 840; b) dva broja, kojih je zbroj 96, a najveća zajed¬ 
nička mjera 12. 

10. O dredi najveću zaiednič ln^mjeru od: 

11. 54"aWc, 126 a 2 b 3 c, 144 a 2 b 2 č 2 . 

12. 30 x i y 2 (x 2 -\-y 2 ), 75jc 3 / (jc 2 + j/ 2 ) 2 , 105 x 2 y* (jc 2 + j/ 2 ) 3 . 

13. 72 a*b 3 (a 2 — b 2 ) 2 , 96 a 6 ć» 4 (a — b) 2 , 120 a 4 6 4 (a 3 — b 3 ) 2 . , 

14. 50 aW (9 a 2 —m 2 ) 2 , 75 a 2 b*c 2 (3a + 46) 2 , 

25 a 3 b 3 c (27 a 3 + 64 b 3 ). 

15. 20 a 2 — 5 b 2 , 80 a 4 — 40 a 2 b 2 + 5 b\ 20 a 2 + 20 ab 4- 5 b 2 . 

16. 7 a + 7, la 2 — 7, la 2 + 14 a + 7. 

17. (a 2 - b 2 ) 2 , (a + b) 2 , a 4 - b\ 

18. 24 — 54 xy, 48 xy — 216 x 2 y 4 4- 243 

19. x r y 2 — x 4 v 4 , x 4 — x 2 y 2 , x 2 y 2 — y 4 . 

20. 5o 2 — 45,’ 3a 2 — 18a 4- 27, 4a ! — 20 a -)- 24. 

21. 12x 2 — 27, 12x 2 — 36x + 27, 8x 3 — 27. 

Odredi najmanji zajednički višekratnik pH • 

22. ' 12 aWč, .45 ab 2 c 2 , 75 a 2 b :t cV 

23. 8a 2 6 4 (m 2 — n 2 ), 15 a 3 b 3 (m 2 — n 2 ), 24 a*b 2 (m 2 — n 2 ). 

24. {m 2 + n 2 ) (a 2 — b 2 ), {tri 2 -ti 2 ) {a 2 + b 2 ), ( m-n ) 2 (m + n ) 2 . 

25. a 3 — ab 2 , a 4 4- o' 2 b 2 , a 4 — a 3 b. 

26. Oj^: 4 ^ 2 — 24x 3 y 3 4- 16x 2 _y 4 , 81x 4 — 256y 4 , 81x 4 — 192x>' 3 . 

27. a 3 — b 3 , a 4 — 6 4 , a 6 — b 6 , a s — b s . 

28. (4o 2 - 96 2 ) 2 , (2a + 3b) 2 , (2a — 3b) 2 , 8a 3 - 27 b 3 . 

' 29. m 2 — ti 2 , m 3 — n 3 , m 3 -f n 3 . 

30. a 2 6 2 (a 2 - 1), a 3 (a 4- l) 2 , a 2 b 2 (a 4 — 1). 

31. 8a 3 — 2a, 16 ab + 8b, 12 a 2 b 2 -)- 12 ab 2 + 3b 2 . 

32. 24a 2 — 12a, 72a 4 — 18a 2 , 36a 5 — 36a 4 + 9a 3 . 

33. 12x 4 + 12x 2 , I8x 5 4- 36x 3 4- 18x, 30x r ' — 30x 3 

34. 3a 3 b — 3a 2 b, 2a 2 b 2 -\-2ab 2 , 4a 4 —8a 3 + 4a 2 , 2a 3 + 4a 2 + 2a. 

35. x 2 -j- 5x -f 6, x 2 — x — 6, x 2 + 3x 4- 2. 










II. Poglavlje. 


Računske operacije s algebarskim razlomcima. 

§ 5. Algebarski razlomci. Opći je oblik algebarskog raz- 
lomka gdje A i B znače monome ili polinome. Tako je na pr. 
2x 2 4- 3x _ 4 

- - - -algebarski razlomak. Osnovno je svojstvo algebarskih 

razlomaka ovo: 

Algebarski razlomak ne mijenja svoje vrijednosti, ako se brojnik 
i nazivnik tog razlomka s istim brojem ili s istim brojnim izrazom 
pomnoži ili podijeli. 


A 

Ako na pr. A, B, C znače monome ili polinome, stavimo D — D , 
AC 

E = Označimo s a, b, c vrijednosti, koje dobivamo, kad u 

A, B, C za opće brojeve stavimo povoljne posebne vrijednosti. 
Dobivena vrijednost za D neka je d, za E neka je e. Imamo 
, a ac .... ac a . . . , 
d=z j' e = b~c‘ Kak0 ]e r c = T t0 Je 1 d=e - 


Razlomci D i E poprimaju dakle istu numeričku vrijednost za 
kakovugod brojnu vrijednost slova u A, B, C. Dakle su ti razlomci 
jednaki. Ipak treba isključiti takove vrijednosti, koje poništavaju B 


ili C, jer onda razlomci 


A . AC 

i nemaju smisla. 


§ 6. Skraćivanje i proširivanje algebarskih razlomaka. Iz 

osnovnog poučka izlazi, da se algebarski razlomci, ako brojnik i na¬ 
zivnik imadu zajedničku mjeru, mogu s tom zajedničkom mjerom podi¬ 
jeliti ili kako se također kaže, oni se mogu s tom zajedničkom mjerom 
skratiti. Najzgodnije jest, da se razlomci skrate s najvećom zajednič¬ 
kom mjerom brojnika i nazivnika. 

Primjeri 1. Skrati razlomak % -Izlazi 

a 2 — b 2 

a 2 — ab a(a — b) a 
a* — b 2 ~ a 2 — 6 2 ~ a + 6' 


r 
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2. Skrati razlomak 


X 2 - 25 


x 2 — 10x + 25’ 


Izlazi 


— 25 _ (x +5) (x — 5) _ x + 5 


x 2 — 10x + 25 


(x — 5) 2 


Iz osnovnog poučka izlazi također, da se dva ili više algebar¬ 
skih razlomaka mogu svesti na zajednički nazivnik; kod toga je 
najzgodnije, da se razlomci svedu na najmanji zajednički nazivnik. 

Primjeri. 1. Neka se razlomci svedu na najmanji za¬ 

jednički nazivnik. Budući da je v (n, q, s) = nqs, to je 

m mqs p _ nps r _ nqr 

n — nqs’ q ~ nqs’ s nqs' 

x ^-y, neka se svec * u na najmanji 

zajednički nazivnik. Kako je v[x—l,x + l,(x— l) 2 ] = (x + l)(x— l) 2 , 

1 x 2 — 1 2 2(x — l) 2 

to je — — 


2. Razlomci 


x — 1 


(x- l) 2 (x+ 1)’ x + 1 
x _ x(x + 1) 


(x-\y (x + i)’ 


(X — l ) 2 (X +1) (X — l ) 2 


§ 7. Računske operacije s algebarskim razlomcima. Za 

računanje s običnim razlomcima imali smo ove poučke: 

Razlomci jednakih nazivnika zbrajaju se, da im se brojnici zbroje 
i tome zbroju dade za nazivnik zajednički nazivnik. 

Ako razlomci nemaju jednake nazivnike, treba ih svesti na za¬ 
jednički nazivnik. 

Razlomci jednakih nazivnika odbijaju se, da se od brojnika mi- 
nuenda oduzme brojnik suptrahenda i toj razlici dade za nazivnik 
zajednički nazivnik. 

Ako razlomci nemaju jednake nazivnike, treba ih svesti na za¬ 
jednički. nazivnik. 

Razlomak se množi s cijelim brojem, da mu se ili samo brojnik s tim 
cijelim brojem pomnoži ili samo nazivnik s tim cijelim brojem podijeli. 

Potonje se primjenjuje samo onda, kad je nazivnik djeljiv s ci¬ 
jelim brojem. 

Razlomak se dijeli s cijelim brojem, da mu se ili samo brojnik s tim 
cijelim brojem podijeli ili samo nazivnik s tim cijelim brojem pomnoži. 

Prvo se primjenjuje samo onda, kad je brojnik djeljiv s cijelim 
brojem. 

Broj se množi s razlomkom, da se on pomnoži s brojnikom i dobi¬ 
veni produkt podijeli s nazivnikom. 
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Broj se dijeli s razlomkom, da se on pomnoži s recipročnom 
vrijednosti razlomka. 

Analogni poučci vrijede i za algebarske razlomke. Ako A, B, 
C, D znače monome ili polinome, to je 

A C A ± C A C AD 4 BC A_ 

B 


C A±C 
B ± B~ B ’ 


~ B:C’ 
A C 


A 

B 


C = 


’ B 
A : C 
B '■ 


± D “ 


A 

BC 


BD 
A ■ 


C = A£ = 

C B 


, _AA- A ■ = A 

~B D ~ BD’ C 

AD 
~ BC • 

Primjeri. 1. Izračunaj 


C 

B 


A 

B 


B_ 

C 

A 

B 


AB A D 
C ~ C ' B ’ 


C■ — • = 

L ’ ° ' D 


A_ 

B 


Ej 

C 


2a + 3 2 a — 3 4 a* + 9 
2a — 3 2a + 3 i “4a 2 —9‘ 


Kako je 

v (2a — 3, 2a 4 3, 4a 2 — 9) = 4a 2 — 9, to je 

2a+ 3 2a — 3 , 4a 2 4 9 (2a 4 3) 2 — (2a — 3) 2 + 4a 2 + 9 _ 


2a — 3 2a + 3 
4a 2 + 12a 4 9 


4a 2 - 9 
- 4a 2 + 12a — 9 


4a 2 — 9 

4a 2 +9_ 4a 2 -j~ 24a 4 9 


4a 2 - 9 


4a- — 9 


2. Izračunaj: 

-; ~ --— ; - „ - Budući da je a 2 4 ab = a (a 4 b ); 

a 2 4- ab (a 4 b) 2 a 3 — ab 2 1 ■ 1 vi/ 

a 3 — a6 2 = a(a 2 — 6 2 ), to je v[a 2 4 ab, (a 4 b) 2 , a 3 -- a£ 2 ] = 

b CL ^2 i 

a(a 4 6) 2 (a — b). Dalje je fl2 + ab - ( a b yi — a »— a p = . 

_ (a 2 — 6 2 ) (a — b) — a 2 (a — b) — 6 2 (a -j- 6) = 
a(a 4 ^) 2 ( a — b) 

_ a 3 — a£ 2 — a 2 6 4 £ 3 — a 3 + a 2 ž> — a£ 2 — bj 

~~ a(a 4 #) 2 (a — 6) 

— 2 afi 2 __ 26 2 

— a (a 4 ^) 2 ( a — ( fl 4- b) 2 (a — b)' 

3. Izračunaj: 

A = — a ~~ • jjjtj-TJj ^ zraz u za g ra( l> svedimo na zajed¬ 

nički nazivnik; izlazi 

a 2 — b 2 — 2a 2 a — b - a 2 — b 2 a — b _ 1 

a (a — 6) a ~-f- b - a (a — 6) a 2 4^ 2 ° 


A 


4. Izračunaj: 

(x 2 — y 2 ): 4 —) • Svedemo li divizor na zajednički nazivnik. 


imamo 

A = (* 2 -A): = (.v 2 -/ 2 ) • 4 - y). 


5. Izračunaj: 

/a 2 6 2 \ a 4 * 

oV : a - 6 
a 4 — Z? 4 _ a 4 b _ 
a 2 6 2 ' a — — 


6. Izračunaj: 



• Imamo 

a 4 -* 4 

a 2 Z> 2 



a — b 
a -\- b 


(a 2 4 b 2 ) (a — b) 2 
a 2 b 2 


Ovaj se kvocijent može izračunati ili tako, da se dividend i di¬ 
vizor svede na zajednički nazivnik i onda podijeli brojnik s brojni- 
kom, nazivnik s nazivnikom, ili da se odmah počne dijeliti po pra¬ 
vilu dijeljenja polinoma s polinomom. Izvodimo li dijeljenje na drugi 
način, imamo: 


«+*£+») : (<£ 




+ T + 5 


16 - f ~ 24 r 20 J 2 

-4 - 


24 "p 1® "p + 25 

24 «:_ 36 | 4 ^ 

b 3 b 2 1 a 


— _4_ 3 

20a' 30a . OK 

~W -F + 25 

20a 2 30a . 

~w :—r + 25 

- + - 

0 

A 

Ako u brojniku i nazivniku nekog razlomkadolaze razlomci, 

taki se razlomak zove dvojni razlomak; on će se najjednostavnije 
pretvoriti u jednostavni razlomak, ako se brojnik i nazivnik pomnože 
s najmanjim zajedničkim nazivnikom svih razlomaka, koji dolaze u 
brojniku A i nazivniku B. 














































M 


Na pr. 
a 2 

a a-\-b a(a 2 — b 2 )— a 2 (a — b) _ a(a — b ) (a 4- b — 

1 ) ~T* ~~&(a + b)+b(a a —b 2 )~~ b(a -\-b) (b + a- 
a^b + 

ab (a — b) a — b 
~ ab (a 4 - b) ~ a -\-b' 

1 , 2 

x ^ x — y , y _ y (x — y) 4 - 2 xy . y = 3xy —y 2 . y 
2 ) 2 1 ' x 2 xy — x (x — y) ' x 3xy —x 2 ' x 

x—y ~ y 

y (3x — y) . y _ 3x — y 
x(3y — x) ' x 3y —x' 


d) 


Zadatci: Skrati ove razlomke: 

63° , 115 212 , 474 

2940’ e 253 ’ " 477’ ^ 


i. o; 


225 


.. 512 . , 

b) 10Qfi> c ) 


4 


2. a; 

3. a) 

4. a) 
c) 


15 • 24 • 35 • 55 


b) 


711’ 

56 


540’ *'■' 1296’ 

2439 .. 11916 

0 


^ 4607’ ‘ y 22508' 
60 • 64 • 68 


18 • 32 • 44 • 63’ ' 70 

45 a 3 6 2 t ; 78 a 2 6 3 c 3 
72 a* b 3 ’ 


b) 


75 . 85 • 96’ 

, 240 a 3 6 4 
c) 


104 a :i 6 4 c 3 ’ 7 336 gib 3 


4 m* a 2 (m 2 -f- a 2 ) 
18 m 2 a 4 (m 2 —Ta 2 ]’ 

28 m 3 a 2 (m 2 + « 2 ) 
18 a 4 6 3 (a 2 6 2 )’ 98 ai 4 a 3 ( m 2 4 - a 2 )’ 


12 a 2 6 2 (a + 6) 2 
30 a 3 6 3 (a 2 + b-)' 
15 a 3 6 2 (a 4 + 6 4 ) 


b) 

d) 


5. 


a) 

d) 

a) 


m‘ 


■ mn 


tri 2 -\-tnn' 
m 2 — a 2 




ma -f- a 

4 a 2 — 5 ab 

5 6 2 —4a6’ 


a_—ab 

a + ab’ 
a 2 — 6 2 
(b-a) 2 ' 
M a 2 — a 
b > i 


C) 


f) 


am bm 
bm’ 
ab 


am 


c) 


. a 3 + 6 3 
7. a) - 


b) 


a 


8 . 


6 3 


(a - b) 2 ’ 

16 x 2 — 25 y 2 
(4 x — 5 y ) 2 ' 


(a + 6 ) 3 ’ y (a-b) 2 ’ ^ a- — 2 ab 


c > TS 


a 4 - b* 


8 . a) 
d) 

9. a) 


90 a 2 — 80 ab x 6 —x 3 12 a 3 6 3 — 18 a 4 6 2 
63 ab — 56 b 2 ’ J x 4 — x 3 ’ c) 24 a* b 2 — 12 a 2 6 4 ' 
8 a 3 6 — 12 a ? 6 2 (a + 6) 2 —'(a— 6 ) 2 

8 a 4 6 — 24a 3 6 2 -t-18a 2 6 3 ’ e) 4 a 6 (a 2 + 6) 2 ' 
a 2 + 3a + 2 a 2 + a — 6 a 2 — 2 a +1 
a 2 + 4a + 3’ a 2 — 5a+ 6 ’ "a 2 + 2a -3* 


Švedi ove razlomke na najmanji zajednički nazivnik: 


a) _ 

b) ~ 


720 

1584’ 


15 


. 1 2 
10 . a) —, 


11. a; 


6’ 
a — 6 


3 . .. m 


a 




m 2 


a 2 


c ' a 6 ’ ac’ 6 c’ 4a 2 6 2 ’ 66 2 c 2 ’ 9a 2 c 2 ’ 
a + b a 2 + b 2 1 




a 2 


6 2 ’ 


(a 4 - 6 ) 2 ’ (a — b) 2 ’ a 2 - b 2 ’ 

1_ _J_ c ;_2_3_5_ 

— c 2 ’ a 2 -c 2 ’ J (3x — 4y) 2 ’ (3x-j-4y) 2 ’ I 6 y 2 —9x 2 ' 




2 a 


2a —|— 36 4a — 56 


3a6 


a — 6 ’ 3e + 36’ a 2 — 6 2 ’ 10a 2 - 
Svedi ove razlomke na zadani nazivnik: 

12. a) ^ + 1 , 7V = 60 a 2 6 2 (a 2 - 1); b) 


106- 

a + 6 c 

4a - 4’ M 17 ^ a — b c’ 

N = a 3 — b 3 c 3 , c) + b y„ N = 6 2 (a 2 - 6 2 ) 2 . 

Zbrajanje i odbijanje razlomaka. 

13 ‘ a) T + T “ V b) 2 ¥ + 4 l2 + 6 9' _8 T6’ 


- + - 

15 ^ 25 


16 

35 


24 .. 9 13 
49’ J 36 


3 — 4- 4 — 

48 + 64 


^25 , H n 

5 72 + b 80' 


.. \1 »1 i 1 .\ a 2 j 6 2 . c 

14, ^ a 6 + ac + 6 c’ b) h 2 c 2 a 2 c 2 + 


c; 

15. a^ 


1 


1 


12 a 2 6 15a6 ! 

a 4 - 6 a 


+ 


6 2 c 2 

1 


2 

a 2 b 2 ' 


20 a 2 6 2 
6 


u a — 6 , a 

b) a-^-(- — 


,3a-46 2a 4-36 . 4a 2 — 96 2 ■ a -6 

16 - ^-S-^-rz—. b) 


3 ’ 

a + 6 


4a 


36 


a 6 


a +6 a —6 


a a —6 , 6 a-— 6 2 a —6 , a 4-6 
+ ^ ^Ma- 54 ^ + ^ 


18. a; 
b) 

19. a) 

a) 


3a -h 4 


7a - 5 7a + 6 


6 a — 4 12 a — 8 24 a — 16’ 

3 — 2x 3 4- 2x , 9x 2 


2 — 3x 

4 


2 H~ 


2 4 - 3x "*■ 4 — 9x 2 ' 
2 1 


6 2 — a 2 1 3 (a 4- 6) 2 4 (a - 6 ) 2 ’ 

a — 6 1 a 6 


a 2 4 - a 6 -j- 6 2 a- 


a° 


6 3 ’ 


20 *^7^^ + 


mn 


a) 


(m — a ) 3 1 (m — a ) 2 m — n 
(2a + 3 ) 2 ( 2 a — 3 ) 2 . 4 a 2 4- 9 

(2a — 3 ) 2 (2a 4 - 3 ) 2 + 4a 2 -9 


1. 
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21. a) 1 

22. a) 


b 2 + č 1 — a 2 u 6 2 + c 2 - a 2 
2bč~ ’ J 2bc 


m a 


(m — n) (m — p (n — m) {n — /»)"*" {p — m) (p — n)' 


23. a) ——r ---7- 1 —• 

y a — b a — c b — c 


b) 


+ 


1 


(a — 6) 3 ^ (a — bf 


Yi “T 


2 

a — b 


a' 


24. 


fl+1 


a — 1 


4a 


+ 


a 2 + 1 


2a — 2 2a+ 2 a* — 1 ^a* - 1' 

... 3a + b 2a + 36 , 3fl2 — ab — 66 2 

o "7 n . l >i lq *1 


26. 

27. 

28. 
29. 


18a 2 6 — 6a6 2 ' 

27a 4 + a 2 6 i a 2 + 66 _ a 4 — a 2 6 
66 54a 4 — 66 2 66 6a 2 6 + 26 2 ‘ 


‘ 3a 2 — ab ~2ab — 46 2 
5a 2 
18a 2 — 
m 


2 m — n^ 2 mn + 3 n 2 4 m 2 + 4 mn — 3 n 2 ' 

5a — 2 , 3a + 1 2a 2 — 5a + 7 

48a 2 - 3 ' 


2 m 2 + 2 mn 


Amn 


' 2 i 3 a + 1 

[ I 


24a — 6 _r 36a + 9 
5a — 76 


14a + 96 2a 2 — 6 2 


136 2 — 11a 2 


2a 3 + 2 a 2 6 3a6 2 — 36 3 ^ 4a 2 6 + 4a6 2 6a 2 6 — 6a6 2 ' 

Množenje razlomaka. 


1. + 7^ . 6, 6; • 30, c; 4A • 18, d) 32• 38, e) 12^-30 

2. a;(6|- 3 4 + 2-i).5,6; ( 7 J| - 4 | + 3 |) • 32. 

3. a) ^ • ab 2 b) • 18a6c, c) • 24c 2 , rf; - ~- • (a + 6) 

5 - w ( , + jc + t=t) ,( jc8_i) ' 

6 - <*+*• 

7 * (š+^6 “4^4p) ' 166 (a + 6) - 

8 * a; (^+i + i) fl4 ’ b) (+ _ 1 +t) a6c - 

9 . + 4 4, # 7.|, c)9-£v 16. 4 , 


17 


10 . 

11 . 

12 . 

43. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 
29. 


a) 7 • 

16 


+ ^8-4 c; 24.3|, "4-f 




27 


_9 

8 ’ 

6 2 


6;i| 


1 


4 , cj 2 5 • 3 6 , d) 3 -j • 2 ^. 


a ) 6a 2 • b) 4a 2 6 2 • c) (4a 2 —256^ ( 


a 2 — 6 2 4a6 


0>> a 2 + 6 2 ’ a + 6 

a/(£^ a + b 


g + 6 4a 2 \ (a — 6) 2 

a — 6 ' a 2 — 6 2 / 


2a-(-56 2a—56/ 


4a6 


+ b 

J \b* a 2 +6 aJ \6~al 
2a 2 — ab a 2 b 3 — a6 4 
a6 — 6 2 ’ 2 a — 6 ' 

^-»(+-T++-r->> 

24a 2 40 c 2 216 2 / 

256 2 * 63tf 2 * 56a 2, 

1 - a (1 + a) 2 a 2 
1 + a a 1 — a 2 ' 

(ž* + F« + f + 0 (f “ 0- 

_L 5 ^.I2 

V 256 2 c 2 16a 2 c 2 / 125 C * 

(® fl4 _5a* 4af\ /36^ 26 7 6«i 

U 5 6 6 + 6 7 Ma 7 '■■+++/• 

+ (a + 6) 2 + (a + 6) 3 (+ + t) 

f* 2 + y 2 , 2 \ ^ 

xy ^ /2(X 2 + V*»* 

~ n 


x — y/ \ xy 
m + n \ m 2 — n 2 
— n) 


4 - n 
( \ + a 

Vi - a 

( 


m 
1 — 




(x 2 + / 2 )' 
a 4 


1 + 


m 4 + n 4 

-) (-+- 
a/ \4a ' 4 


2m 2 + 2/z 2 ' 
-a). 


m 

tri 2 

m . m' 2 ' 

\ m 2 — « 2 

m -)- n 

(m-j-a) 2 1 n 

— m ' (m — ri) 2 j 

' 2 mn 

b- 

a 2 

a 2 + 6 2 \ / 

26 \ 

0 (a + 6) 

-*■ 6 (a-6) 

a6 M 1 ~ 

a + 6/ 


Skr ebli n: Aritmetika i algebra za V. razred srednjih škola 
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Dijeljenje razlomaka. 


1. a) j-: 3, <>) 4 ;6 ' c> 16 : 8 ' < "27 :8 ' 

S. »>*4:4, »>*4:2, 07^:6. d) 12 f: 8. 

8, a) : 25, b)±: 6, c> 189^:9, 0 124y:<5. 

4. „I:**,' 6 )!^:4 0 %> c;^.2». * 

5. .5 (. + »)■. *>(4-j) =«-»)•• 

/ /»a ij2 c 2 \ / 28a6 , 35a 2 6 2 , 42a 3 ft \ . 

«. ») - 1 ? + -jp) : ‘ w ’ w (tst+ w + 75?) • 

: 21crbY\ c> jj + J:\ji] '■ + 6 ’i 

:«*_**,, cj [. + f^] : K - »• 

8. 0 15:2-i., W 4:3[, c) 18:5^, <*> 24 : 3-|, *) 36:7-i- 
4 3 


9. a) 


8 


, ~ 9 3 . 15 . _5 

4*’ b ) 12 : 14’ 16 - 18’ V 24 ‘ 8 • 


1«. a) l4:*T- ^ 7 R :2 T C7 «4'4 

"• 4'S‘ ,6; 3T :,3: 4 

h~ 5/2 2 

12. aj 4a 2 : b) 24m 2 n- : g^v 

. ac (ft i.\ //70_n3v!-i •- ( 

13. aj; a (b — c) : -^-»> b ) (a a x ) . a x 

_ 40a 2 + 30a6 

14. (144a 4 - 81a-6 2 ) : 12fl + g/T' 

, a b h) 8a 2 ,166^ 
la - a ' T ''~a’ 156 2 ‘25a 2 ' 

10 . 

17 


8 a 2 6 2 \ , / 15c^d*\ 

«/ • V 326 2 c 2 /’ 


25c 2 cf 

. a . b c_ h) JL . (]!_ • 

• ^ b ' c ' d’ b " V c d) 


1^* °) ( a _ &)2 : a 2_ ;,2’ ^ 1 — a 2 ' a — 1 ’ 


a + 1 


19 


19. 

20 . 
21 . 


30 (a 2 — 6 2 ) ; 5 (a — bf At a 3 — 6 3 . a 2 + ab + b 2 
39 (m — n) ’ 14 (/n 2 — n 2 )’ a 2 b 2 —a*' ab 2 b 3 

/ 0 . 2a 2 \ . 46 + a 2 6 M x 12 -l 

aj ( 2 a + 2 +a) ’ a 2 c — 4c’ ^ x 4 — 1 


aj 


2 + 

15/n 3 // 2 —20/n 2 n 3 _ 60/nn 3 —45/n 2 n 2 
54/n 4 — 24n 4 ' 24/n 2 +16/nn 


1 x 3 — 1 
x 2 + r 


»/(' - 5 fS) : Gr* 


2n 


2 a \ 
m + 2n /' 


123. 

[24. 

123. 

20. 


1 * 4 . 


2s. 


/2a — 3a 2a + 3 b\ . 4a 2 — 9 b 1 
\3 a + 4 b 3a — 46/ ' 9a 2 -166 2 ' 

12a 4 , 8a 3 4a 2 \ 4a 5 1 


/ 12a 4 | 8a 3 4a 2 \ . 

\ 256 4 56* b 2 ) ' 56 6 ' 

(- -1^) = L* + 

(r±2 - TTo) : (}±ŽTT“)’ 

»M^+t +4 


/16a 4 . a 2 


20 a 
b 


|29. 

30. 

|31 


/24a 3 5 b 7a 2 , 35 P\ . (4a 2 _ 56^ 

\356 3 7a 106 2 ”' 48a 2 / ' \56 2 6a 2 /' 

(& + 360 fl6 ~^ flC "^0 62_ 75 6C + 27 c2 ) '' 

: (l _a + 4 < ’ _ T c )- 

( 3 ^-^ + ¥-f + 5 - 2 - 3 ):(¥ + ?-l> 


a — b 3 , »1 

Izračunaj vrijednost od ^ za ^ o — l-^-; 




1 + ab 


za a 


mri , m — ti 
:> 6 = 


/7Z + /2’ 


mti 


i_ _ Y . t $ 1 b i cl b \ Q~ 26 2 

Izračunaj vrijednost od —-^ + ^75 + fl2 _"^2 

a~ m — 72 r mn 

m -fh’ b ~ W^h' 


za 
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32. 


Napiši kao jednostavni razlomak: 

x . g i a - b 

b) 



X — o X o 





b) 77 


35. a) 


a 

a 3 — b s a ' 1 — ft 2 

' a 3 -H ^ 
(a^b/^ab 


SiFOO-rM 


i 2 /l , 1\ __ 

r«lT 2 + w b) 1 +_^ 


1 4- ac 


71 -TT’ " y i i 7 a — bJj£jZ -£l 

( T — -j) ' + (l+»W(l+“> 


36. Ako je , = 2$| <W i' - - * * °> ‘ ak ° 


S X v * 2 > A 3> **4 -- ° . v . 

padne vrijednosti od y, dokazi, d j 


j> 8 — y* .h^h = ^ 


x i. X* —*i 


" ^2 *^4 ‘ 


-Xo 


' X+» "aj^Ja^cU^ 

Naputak. y 8 — ft —• ^^d cx x + d (cx A + d) (cx , + a> 

(ad - bc) (x. , — x 2 ) ft~_ft = ^ 
slično je ft ft Jcx^-\-~dJ~(ćxo + d) ’ )' 8 ft 


-Xo 


cx 2 + tf Analogno je ^7$ 
cx, -j- d Xi sz 


x, — x l m cxi±d . t d 
x 4 —x 2 cx x +a 


III. Pogl avlj e. 

I i^dnadžbe 1. stupnja s 1 i više nepoznanica. Nejednadžbe 
|J j. stupnja. Problemi 1. stupnja. 

R 8. OJednadžbama_ufifiiLe. Već smo u 4. razredu upoznali 
najjednostavnije jednadžbi! naučili ih rješavati. Mi ćemo sad naše 
znanje o jednadžbama ponoviti i ujedno ćemo ga proširiti. 

Jednadžbom smo zvali skup dvaju izraza spojenih znakom jed¬ 
nakosti. Izraz na na lijevoj strani znaka jednakosti zovemo lijevom 
(stranom jednadžbe, izlaz na desnoj strani znaka jednakost, desnom 

| s , „„om jednadžbe. ^ ^ , na ojL identična je ona 

I jednadlbaT u " kojoj , lijeva strana ima sasvim isti oblik kao i desna 
ili se obje strane dadu svesti na isti oblik. Identične jednadžbe, a 
one sadrže općih brojeva, vrijede za svaku vrijednost tih općih brojeva. 

1 Na pr. (a + 6) 2 =« 2 + 2a& + & 2 , {a + b) (a - b) = a -b, 

' Identičnim smo jednadžbama izražavali aritmetičke poučke i zakone. 

I lednadžba. koj a postaje identičnom samo za ne^e.ppsebne ^- 
lednostTSTtepvt zove se oJt£&W- Opć, brojevi, kojih po- 
eTme^vri jednostl čine o^dbenu-jeaKSTžbu identičnom, zovu se ne¬ 
znanke, a te se posebne vrijednosti same zovu konjem jednadžbe. 
Korijen jednadžbe jest dakle ona vrijednost nepoznanice, koja 

P Primjer. U jednadžbi 3* - 1 = 2x + 7, x jest „epoznamca, a 
= 8 je korijen te jednadžbe, jer je 3-8 t — a - 8 "T - 

Nepoznanice jednadžbe označujemo s posljednjim slovima abe- 
:ede: x ,7". • ... • « označujemo opće brojeve, ko,e 

unatramo poznatima. . . .. . 

Riješiti odredbenu jednadžbu znači naći njezine korijene. 

Dvije se jednadžbe aa.v u e jmgkgp e, 
ta. Da se -dSkSTd^ dvije jednadžbe ekvivalentne treba da 
;e dokaže, da je 1) svaki korijen prve jednad;zbe ,ujedno 11 kor 
Iruge jednadžbe i 2) svaki korijen druge jednadžbe ujedno kor j 

'rve jednadžbe. . , ~ 

jednadžbe se dijele također na opće i posebne. Opće se jed 
ladžbezovif oneTgdje uz i drugi opći brojevi 

posebne one. rrdfe uz nepoznanicu dolaze samo posebni brojevi. 
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Po broju nepoznanica dijelimo jednadžbe na jednadžbe s jed¬ 
nom, s dvije, s tri . . . nepoznanice. 

Primjeri: ax + b = 0 je jednadžba s jednom nepoznanicom, 
ax + by — c jednadžba s 2 nepoznanice, mx + ny -j- pz == q 
jednadžba s 3 nepoznanicej t. d. 

Prema tomu, kakovim su operacijama spojene nepoznanice s 
poznatim brojevima, dijele se jednadžbe na algebarske i transcendentne, 
Algebarske su jednadžbe one, u kojima nepoznanica dolazi same 
kao baza potencija, gdje su eksponenti prirodni brojevi ili koje s< 
dadu na taki oblik svesti; sve su druge jednadžbe transcendentne 
Stupanj algebarske jednadžbe je eksponent najviše potencije 
nepoznanice. 

Primjeri: 5x — 3 = 8x je jednadžba prvoga stupnja ili linearna 
x 2 — 5x + 5 = 0 jednadžba drugog stupnja ili kvadratna, 
x 8 — \2x + 8 = 0 jednadžba petog stupnja i t. d. 

Opći je oblik uređene algebarske jednadžbe n-tog stupnja: 
a n x n + a n - 1 x n ~' + . . . + a, x 2 + a l x + a 0 = 0. 

Algebarska jednadžba s više nepoznanica je n-toga stupnja 
ako je najveći zbroj eksponenata nepoznanica njezinih članova n. 

Primjeri: Jednadžba 4x 2 y — 3 xy + 5y 2 + 6 = 0 je trećeg stup 
nja, jer je zbroj eksponenata u 4 x 2 y jednak 3, a u nijednom drugor 
članu nije veći od 3. Jednadžba xy + x + >’ — 5 = 0 je drugo 
stupnja i t. d. Da se odredi stupanj koje jednadžbe, treba prije jednadžb 
urediti t. j. učiniti, da lijeva strana bude polinom poredan po poten 
cijama nepoznanica, a desna strana da bude nula (vidi slijedeće §§| 
Transcendentna je na pr. jednadžba 3 X = 2. 

Nauk o jednadžbama uopće zove se algebra. Kadšto se to im 
upotrebljava i za opću aritmetiku. 

§ 9. Poučci o transformacijama jednadžbi, a) Ako objem 
stranama jednadžbe dodamo isti izraz, dobivamo jednadžbu, koja j 
sa zadanom jednadžbom ekvivalentna. 

Zadanu jednadžbu pisat ćemo kratkoće radi s /(x) = g(x), gdj 
/(x) znači izraz na iijevoj strani jednadžbe, ^(x) izraz na desnoj strai 
jednadžbe. Dodamo li toj jednadžbi s lijeve i s desne strane <f(x 
dobivamo f(x) + <p(x) = g(x) + ?(*)• Pokazat ćemo, da je ta jednadžb 
ekvivalentna sa zadanom. Ako je x = a korijen prve jednadžb 
onda je /(o+= £(<*), gdje /(a) znači rezultat supstitucije za x = 
u /(x), slično g(a) za x = a u g(x). Dodamo li objema stranan 
jednadžbe /(a)=£(a) isti broj cp(a), dobivamo | 
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/(«) + 'p(a) = £(«) + ?(<*)• 

To nam pak kazuje, da je x = a ujedno korijen jednadžbe 
/(x) + = g(x) + <p(x). Oduzmemo li pak od obiju strana 

/(a) + ’f( a ) =£(«) + <?(«) isti broj 'f(a), dobivamo f(a)=g (a), što opet 
kazuje, da je x = a korijen jednadžbe /(x = £(x). Dakle je jednadžba 
f(x) + ?(•*) = g(x) + tf(x) ekvivalentna s jednadžbom /(x) = ^(x). 

Korijen je jednadžbe 7x — 3 = 5x + 9, x = 6^ Dokaži na spo¬ 
menuti način, da je ta jednadžba ekvivalentna na pr. s jednadžbom 
7x — 3 + 2x — 5 = 5x + 9 + 2x - 5. [Ovdje je dakle f(x) = 7x- 3, 
£(x) = 5x + 9,<p(x)=2x-5,/(6)=7 . 6-3 = 39, ž (6) = 5 -6 + 9 = 39, 
'f(6) = 2 • 6 —5 = 7J. 

Iz poučka a) izlazi, da se svaki član jednadžbe može prenijeti 
s jedne strane na drugu, ako mu se promijeni predznak. 

Primjer. Dodamo li u jednadžbi 4x + 5 = 6x — li lijevoj 
i desnoj strani — 6x, dobivamo 4x — 6x + 5 = — 1, što znači, da 
smo član 6x prenijeli na drugu stranu promijenivši predznak. 

Iz poučka a) izlazi dalje, da se svaka jednadžba može napisati 
u obliku F (x) = 0. 

Primjer. Jednadžba 5x 2 — 6x + 4 = 3x 2 — 8x + 12 može 
se pisati 2x 2 + 2x — 8 = 0. 

b) Pomnožimo li ili podijelimo li obje strane jednadžbe konačnom 
veličinom različitom od nule, dobivamo jednadžbu, koja je sa zadanom 
ekvivalentna. 

Neka je opet /(x) = £(x) zadana jednadžba. Pomnožimo li obje 
strane s k, dobivamo kf(x) = kg[x). Treba pokazati, daje ta jednadžba 
ekvivalentna sa zadanom. Ako je x = a korijen prve jednadžbe, to 
je f(a)=g(o). Pomnožimo li ovu jednadžbu s k, izlazi kf(oč) = kg(a.), 
što znači, da x = a udovoljava također drugoj jednadžbi. Obrnuto, 
ako je x = a korijen jednadžbe kf(x) = kg(x), to je kf{ a) = kg(a). 
Podijelimo li tu jednadžbu s k, koje je po pretpostavci različito od 
nule, imamo f(a)=g(a), što opet znači, da x = a udovoljava ujedno 
i prvoj jednadžbi. 

Isto što za množenje vrijedi i za dijeljenje, jer dijeliti jednadžbu 
nekom veličinom k znači množiti je s -jp 

Primjer. Jednadžba (a + 6)x s + (c + d)x + a — b = 0 
ekvivalentna je s jednadžbom 
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Bilješka. Kod dokazivanja pređašnjeg poučka naročito smo pret¬ 
postavljali, da je veličina k, kojom smo množili jednadžbu, različita 
od nule. Ako je veličina k izraz, koji sadrži nepoznanicu, to taj izraz 
može za neke vrijednosti nepoznanice biti jednak nuli, pa zato nova 
jednadžba ne će biti više ekvivalentna sa zadanom. Tako na pr. 
jednadžbe 3x + 5 = 8 i (3x + 5) • (x — 4) = 8 (x — 4) nisu ekviva¬ 
lentne, jer prva imade korijen x = 1, a druga pokraj toga još korijen 
x = 4. Ako je obrnuto zadana jednadžba (3x + 5) (x 4) = 8- 
• (x — 4), koja imade korijene x, = 1, x 2 = 4, pa dijelimo li tu jed¬ 
nadžbu s x — 4, dobivamo jednadžbu 3x -j - 5 = 8, koja ima samo 
korijen x = 1. 

Množimo li dakle odnosno dijelimo li zadanu jednadžbu s iz¬ 
razom, koji sadrži nepoznanicu, možemo u jednadžbu unijeti korijene, 
koji jednadžbi ne pripadaju odnosno ukloniti neke korijene jed¬ 
nadžbe. Svi se taki korijeni dobivaju, ako se izraz, kojim množimo 
odnosno dijelimo jednadžbu, stavi jednak nuli. 

ft x ) § (x) 

Ipak treba naglasiti, ako je zadana jednadžba oblika = 

pa je pomnožimo s najmanjim zajedničkim višekratnikom od <p(x) i <!»(*), 
da ćemo uvijek dobiti jednadžbu - ekvivaletnu sa zadanom. Izuzima 
se samo slučaj, kad bi F(x) — v [? (x), <]> (x)j = 0 i nova jednadžba, 
koja od zadane nastaje množenjem s F(x) imali koji korijen zajed¬ 
nički, što će biti vrlo rijetko. 

§ 10. Razrješavanje općih jednadžbi 1. stupnja s 1 ne¬ 
poznanicom. Jednadžbe 1. stupnja s jednom nepoznanicom raz¬ 
rješavaju se primjenom pređašnjih dvaju poučaka. 

. , .v. x — a x — b 

Primjer 1. Neka se razriješi jednadžba —t-- 


a 


x -j- a — b x — a + b 


Da tu jednadžbu razriješimo, nasto- 


a b 

jat ćemo, da nađemo jednadžbu, koja je s njom ekvivalentna i kojoj 
se korijeni neposredno razabiru. U tu svrhu pomnožimo jednadžbu 
s najmanjim zajedničkim višekratnikom od a i b t. j. s ab. Dobivamo 
a(x — a) — b{x — b) = b(x -f a — b) — a(x — a + b). Sad ćemo se 
riješiti zagrada : ax — a 2 — bx b 2 = bx -|- ab — b 2 — ax -j- a 2 — ab. 

Prenijet ćemo dalje sve članove, u kojima dolazi x, na lijevu, 
ostale na desnu stranu. 


ax 


bx-bx-\-ax — a 2 -j - ab — b 2 — ab a 3 


Ji 
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a -\- b a — b 
x — a ' x — b 


Reducirat ćemo istoimene članove: 

2 ax - 2bx = 2 a 2 — 2 b 2 ili 2 x(a — b) = 2 (a 2 - b 2 ). 
Pretpostavimo, da je a^b \ podijelimo dobivenu jednadžbu 
s koeficijentom od x t. j. s 2 (a — b): imamo 

2 (a 2 - b 2 ) .,. 

X = -7-r- lll 

2 (a — b) 

x = a -j- b. 

Ta je jednadžba ekvivalentna sa zadanom; njezin je korijen 
očito a + b, dakle je ta vrijednost od x i korijen zadane jednadžbe. 

Pokusom uvrstivši x = a -f- b u zadanu jednadžbu možemo se 
doista uvjeriti, da ta vrijednost jednadžbi udovoljava. 

2) Neka se razriješi jednadžba: 

a b _ 

x — a x — b' 

Množenje s najmanjim zaj. nazivnikom (x — a) (x — b) izlazi 
(a + b) (x — b) + (a — b) (x — a) = a (x — b) — b (x — a). 

Iz te se jednadžbe dobiva dalje 

ax bx — ab — b 2 -j- ax — bx — a 2 -\- ab = ax — ab — bx + ab, 
ax + bx=a 2 + b 2 , 
x (a -f- b) — a 2 -j- b 2 . 

Uz pretpostavku, da je a -f b različno od nule, izlazi dalje 

a 2 ± b 2 
a -j - b 

Budući da se za x = T-r - ne poništava izraz (x — a) (x — b), 
a -j- b 

s kojim smo zadanu jednadžbu množili, to je x = - ^ doistajed- 

a 2 -4- b 2 

nadžba ekvivalentna s zadanom. Dakle je x == . jr korijen zadane 




jednadžbe. 

Pravila, s pomoću kojih će se razriješiti jednadžbe 1. stupnja 
s jednom nepoznanicom, jesu ova: 

1. Dolaze li u jednadžbi razlomci, riješit ćemo se razlomaka po¬ 
množivši jednadžbu s najmanjim zajedničkim nazivnikom. 

2. Dolaze li u jednadžbi zagrade, riješit ćemo se zagrada obavivši 
operacije sa zagradama naznačene. 

3. Svi će se članovi, koji sadrže nepoznanicu, prenijeti na lijevu, 
ostali na desnu stranu. 

4. Na objema će se stranama izvesti redukcija istoimenih članova. 

5. Obje strane jednadžbe podijelit će se koeficijentom nepoznanice. 
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§ 11. Opći oblik linearne jednadžbe s jednom nepozna- > 
nicom. Svaka se jednadžba 1. stupnja s jednom nepoznanicom može 
svesti na oblik 

ax = b. 

Kod razrješavanja te jednadžbe treba razlikovati dva slučaja već 
prema tomu da li je a različito od nule ili je a jednako nuli. 

1. a ^ 0. Obje strane jednadžbe smijemo podijeliti sa, i . 

pa dobijemo ekvivalentnu jednadžbu 

b , ' 

x = —. I 

a 

Ta je vrijednost od x jedini korijen zadane jednadžbe, jer za 
nijednu drugu vrijednost od x nije ax — b. 

2. a = 0. Tu treba razlikovati dvoje: • i 

°0 b < 0. Jednadžba ax — b je nemoguća, jer nema broja, koji 

bi pomnožen s nulom dao za produkt broj različit od nule. 

P) b = 0. Svaki broj pomnožen -s nulom daje nulu za produkt, 
jednažba imade beskonačno mnogo korijena, ona je neodređena. 

Bilješka. Pomislimo, da u jednadžbi x — — [b ^ 0), a postaje 
sve manje i manje t. j. da konvergira prema nuli. Apsolutna vrijednost 
razlomka — postaje sve veća i veća; na posljetku, kad a postane jednako 

L 

nuli, apsolutna vrijednost razlomka — postane beskonačno velika. Zato 

a 

možemo kazati, da je korijen jednadžbe ax — b , gdje je a = 0, b ^ 0i 
beskonačno velik. To označujemo lim x = oo, ako je b 0; ako je 

a — o 

pak b < 0, lirn x = — co: (čitaj limes x jednako plus odnosno mi¬ 
nus neizmjerno za limes a jednako nuli; limes znači granica). Pretpo¬ 
stavlja se, da se a približava nuli prolazeći pozitivnim vrijednostima. 
Primjer 1. 2ax + 3 = 2a -f 3x, 

x (2a — 3) = 2a — 3. I L 

Ako je 2a — 3 Pg: 0, x = 1; ako je 2a — 3 = 0, a — jednadžba 

postaje 0 • x = 0, t. j. ona je neodređena. 

2 2x — 3 2 mx — 1 _ ^ n — m 

n m mn 

Ovdje treba pretpostaviti, da je m i n različno od nule. Imamo 
2 mx — 3/« — 2mnx + n = 5n — 5m, 

2mx (1 — n) = 4/2 — 2m, 
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Ako je n ^ 1, konačno i određeno rješenje 

Ako je n = 1, m ^ 2, jednadžba je nemoguća. 
Ako je n = 1, m — 2, jednadžba je neodređena. 


Zadatci: Neka se razriješe ove jednadžbe: 

1. — 15x -j- 6 — 12x -{- 24 = 36 — 18x + 39. 

2. a) ax -j- b = cx d, bi) ax — b = cx — d. 

3 . !2 ax — 24 ab — 3 bx + 6 b 2 = 8 bc — 4cx. 

4. 3c — 2bx = 3 bx — j— 8 c -|“ 5/2 —|- 5 ax. 

5. 6 (x + 3) - 5 (x — 4) = 7 (x — 2) + 2 (x + 14). 

6 . 3 • [4x — (x + 8 )] = 30 - [2 (x - 6 ) + 4 (x + 9)]. 

7. 128 — [18x -f (24 — 5x)] = 40x + [62 — (3x + 58)]. 

8 . 20 x - [(3x — 4) 4 — (2x — 3)] = 5 (x + 6 ) + 3. 

9. (x + l ) 3 + (x — l ) 2 + 5 (x — 3) = x 3 + 4x 2 — 1. 

10 . a (a -(- x) — x (b — x) = (a — x) (b — x). 

11 . m 2 x mx + x = m 3 — 1 . 

12. (11 — 3x ) 2 + 12 = (20 — 5 x ) 2 - (15 - 4x) 2 . 

13. (x — a) ( 2 x — b)- -(x-b) ( 2 x — a) 2 = 0 . 

14. Aa 2 - (3x — 2a) 2 = (5a - x) (5x + 3a) — (2x + 3a) 2 . 

15. (x + a ) 2 - (x + b) 2 = (x + c ) 2 - (x + d) 2 . 

16. (x — a) (x -M) — + 0 (x — d). 

17. (x — 3 a ) 2 4- (x — 3b) 2 = 2 (x — 3c) 2 . ' 

18. (x — a ) 3 = x (X — a) (x — 2 a) + b 3 . 

19. (a + bx) (b — ax) = ab — abx 2 . 

20 . [(a 2 — b 2 ) x — l ] 2 + ( 2 abx — l ) 2 = [(a 2 + b 2 ) x + l] 2 . 

21. a) (x + a ) 3 + (x + b) 3 + (x + c ) 3 = 3 (x + a) (x + b) (x + c), 

b) (x - a ) 3 (x + 2b + a) - (x + bf (x — 2 a - b) = 0 , 

c) (2x — a — b) [(x — a ) 3 — (x — bf\ = 3 (b — a) [(x — a ) 3 + 
+ (x — 5) 3 ]. 

Rješenje za: a) x = —^(a + b + c); b) x = ~~ 2 ~ \ c) x - 

15 — 7x 3x — 11 7 — 13x , x — 12_ n 

~6 15 2 + 5 

>>0 5x — 3 4 x — 2 _ x — 3 x — 7 

'"*■ 3 5 7 2 


44. a)-P -r- H-= a, b) -? H—- -r T 7 = *• 

a ' b c ’ ab ' ac bc 


25. 


x -f a 
bc 


x + b . x + c 
ac ' ab 


= 0 . 
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26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 


x 4- a a 4- b 


a) 


a -f b 

1 


a 

— a = b 
x 


b — x _ x 4- a 4- b 
a b 

x — a . x — b 


a — b 


> V 


b 2 


+ 


a 2 


x 

ab' 


+ 


1 


(a 4- l) 3 “h a 2 a a + 1 a- -j- 2a + 1' 

Q~ — x _ 2x _ x — a 2 _ x + a 2 

c b a b 

a 4- b 


a 


x — 4 ab = 


a 


(m — n)x 
m 4- n 

mx — n 
n 


a + b 
(m + n)x rri l + n- 


m 


n 


m 


2 _ 


n 2 


m 

n 


x + b , x — b 
b — a ~ a -j- b 


nx m . n 
m ' m 

_ x ^ _j_ 2x — 2 a 


ax 


a + b 

a(x + b) 
a — 2b 

ax 

a + b ~ 


a 4- b 1 b —~a 
+ 2a6 = + a ' — b-. 

ox + b- b(a — x) a- — bx 


2 a -\- b a — 2b 2a -f~ b' 
bx x a- 


a- — b- b a ab — b 


5 7 11 5 17 lr . . 1 

6x 2x'4x = 9x lp Uzmi za ne Poznanicu — 


10 +2 1 , 



II 

11 

6x 

2x Vidi 

37! 



2 

2 

X 

~ X • 

+■ 4 

- r 

^ 5x + 4 
W 5x--20 = 

3x - 
~ 3x - 


13 

12 " 

u 

5' 

2x 

+ 

8x 


11 






2x + 1 

3x + 

5 “ 

3 ‘ 






21x + 65 

4- 

3x 


9 


5x 


6x 

— 

12x — 24 

i 

6 x- 

12 “ 

14x - 

- 28 ~ 

2x — 

4 

3x 

— 

4x — 1 


5x 


6x — 

4 

X + 

1 

i 


x — 4 

3x — 

12 

5x — 

20 

2x - 

8 

— l 

■ 

3 + x 

2 

+ x 

1 

+ x 

i 





3 - x ~ 

2 

— X 

1 

— X 

= 1. 






+ 
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44. 


45. 


x — 1 ___ 

x — 2 x — 3 x — 5 x — 6’ 


4x 


x — 2 x — 4 x — 5 
5 


1 _j_ 2 — 5x 


17x 


8x+12 1 10x—15 12x 2 — 27 ‘ 


46. gA? - %=-¥. + 11 g - +1 - 0. 


2 + 5x 2 — 5x 
7x 


4 — 25x 2 


8x + 1 , 4 
4<. —— 


48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 


x — 1 

X “l - 26 


+ 


x + 1 
x — 2b 


= 0. 


x 2 -f 1 

X 2 — 1 
4ab 

4 a 2 — x 2 ” 
a 2 


2a — x 1 2a + x 
a 4* 2 . a — 2 

x — a ' x — 2 x — a ~ x — 2* 

5a 2 + 3x 2a 2 — 3x 3a 4 - a 2 x 

a 2 + 2x a 2 — 2x ~ 4x 2 — a 4 ' 


1 


1 


b — a 


x -\- a x + b x 2 —ab‘ 
a b a — b 


x — a x — b x + a — b' 


ax 


bx 




ab — bx a 2 — ax a 

a — 4x a — 4x 


0 

4 


a 2 — 5a + 6 a 2 — a — 6 


+ 


2a 


2a -j~ x 


x -f- 4 x 2 — 16 x 2 — 8x + 16 
3x — 5 5x — 3 

- 6 2x - 4 


= 0 . 


. a 2 .4 

° 6 * + 43T-T3 


2x — 5 


9 4 

x “}~ 2a x “l - 3a 


x 4- l 


k« . x —2a x —3a 2 ,, x — 1 

o<. al-6) —r 

x + a , a — x 3 x + 1 


— 1 


c) 


2a 

1 


+ 


3a 

+ 


x — 1 


1 


x - 1 ~ 2’ 
* + 1 
1 


(x + a) 2 — 6 2 ^ (x + 6) 2 - a 2 _ x 2 — (a + 6) 2 

1 


2 + 


' x 2 — (a — b) r 

58 * = y* R azmatra j slučaj, kad jey = |. 

59 ‘ (* - a) (x - 6) = (x - c) (x - d), b)^ b +Yc = X ~m- 

Razmatraj slučaj, kad je u a) a + b = c + d, a u b) a = — c. 
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Za koje su vrijednosti od m nemoguće ove jednadžbe: 
a) mx + 2 = 5x -j- 2m — 3, b) 2 mx + 4 = 3/n + 5x. 
60. Neka se odredi, da li je jednadžba 


a) 


+ 


2x — 6 


b) 


1 + ax _3 + 


x — 1 1 x + 1 x 2 - V 1 - ax \ — a 2 x 2 

ekvivalentna s jednadžbom, koja se iz te dobije, ako se u njoj rije¬ 
šimo nazivnika. ^ 

61. Kad su jednadžbe 
, x a _ x — b _ 2 

b 2 a 2 a" 1 

c) tri 1 (m — x) — n 2 (m — x) = mri 2 — m 2 n nemoguće, a kad 
neodređene? 

62. Neka se odredi kakove su jednadžbe: 

4x — 1 2x — 1 t , 3 


a)' 


b) 


ax , J_ _ _1_ , bx 
b a — b ' a’ 


a) 


4x 


6 




~,b) 


16+ 7x 2(x — 2) 


20 


§ 12. Linearne jednadžbe s 2 nepoznanice. Ako je zadana 
jedna linearna jednadžba s 2 nepoznanice na pr. y + ,3x = 8, to postoji 
neograničeni broj parova vrijednosti od x i y, koje toj jednadžbi udo¬ 
voljavaju. Uvrstimo li u tu jednadžbu za x povoljne vrijednosti, na pr. 
— 2, — 1,0, 1, 2, ... , izlaze za y vrijednosti: 14, 11, 8, 5, 2 .. . 
Zato su parovi vrijednosti od x i y: x = - 2, y=14;x = — 1, 
y — 11; x = 0, v == 8 .. . korijeni ili rješenja te jednadžbe. Samo 
je po sebi jasno, da jednadžba y + 3x = 8 mora imati beskonačno 
mnogo korijena, jer napiše li se ona u obliku y = - 3x + 8, razabira se, 
da je y funkcija od x, pa zato svakoj vrijednosti od x pripada odre¬ 
đena vrijednost od y. Sasvim se slično pokazuje, da i općena linearna 
jednadžba s 2 nepoznanice ax + by = c ima neograničeni broj korijena. 

Ako je zadana još jedna linearna jednadžba s 2 nepoznanice 
na pr. 2x — 3 y = 7, može se tražiti, da od beskonačno mnogo pa¬ 
rova vrijednosti od x i y, koje udovoljavaju prvoj jednadžbi i besko¬ 
načno mnogo parova vrijednosti od x i y, koje udovoljavaju drugoj 
jednadžbi, odredimo takav jedan par, koji udovoljava obadvjema za¬ 
danim jednadžbama. Kadgod se ima odrediti takav par vrijednosti od 
x i y, koji udovoljava obadvjema zadanim jednadžbama, kaže se, da 
su zadane jednadžbe simultane ili da čine sistem od 2 linearne jed¬ 
nadžbe s 2 nepoznanice. Par vrijednosti od x i y, koji udovoljava 
obadvjema zadanim jednadžbama, čini korijen ili rješenje tog sistema. 

Rješenje sistema od 2 jednadžbe s nepoznanice nalazi se tako, 
da se iz zadanog sistema načini najprije novi sistem, koji je ekviva¬ 
lentan sa zadanim t. j. koji zadovoljavaju iste vrijednosti nepoznanica 
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i zadani i gdje jedna jednadžba sadrži samo jednu nepoznanicu. 
S drugim riječima treba jednu nepoznanicu iz jedne jednadžbe si¬ 
stema ukloniti ili eliminirati. Kad smo iz jednadžbe novog sistema, 
koja sadrži samo jednu nepoznanicu, izračunali vrijednost te nepo¬ 
znanice, uvrstimo tu vrijednost u drugu jednadžbu sistema; time 
dobivamo jednadžbu, iz koje se može izračunati vrijednost druge nepo¬ 
znanice. Eliminacija jedne nepoznanice osniva se na ovim poučcima: 

1. Sistem od dviju jednadžbi s dvije nepoznanice prelazi u ekvi¬ 
valentni sistem, ako svaka jednadžba sistema prelazi u ekvivalentnu 
jednadžbu. 

2. Ako su A = 0, B = 0 obje jednadžbe sistema, taj je sistem 
.ekvivalentan sa sistemom A = 0, Am + Bn = 0, gdje je m kakav- 
god broj, a n broj različit od nule. 

Prvi je poučak sam po sebi jasan; da dokažemo valjanost dru¬ 
gog poučka, označimo s x = «, y = (3 rješenje sistema A = 0, 
B = 0. To rješenje udovoljava i jednadžbi Am + Bn — 0, jer poniš¬ 
tava svaki član te jednadžbe. Obrnuto, ako x = a, y — (3 udovoljava 
sistemu A = 0, Am + Bn = 0, ono udovoljava i A = 0, B = 0, 

jer zbog A = 0 izlazi Bn = 0; kako je n ^ 0, to je B — 0. 

Eliminacija jedne nepoznanice može se provesti s pomoću više 
metoda. 

a) Metoda komparacije. U objema jednadžbama treba izraziti 
istu nepoznanicu kao funkciju druge i tako dobivene izraze izjed¬ 
načiti. Time se dobiva jedna jednadžba s jednom nepoznanicom, koja 
se onda razriješi. Nađena vrijednost te nepoznanice uvrsti se u jedan 
od obaju izraza za drugu nepoznanicu, pa se time dobiva i vrijed¬ 
nost druge nepoznanice. 

X V 

Primjer. Zadan je sistem bx — ay = 0, —+ ^-= 2. Iz prve 

jednadžbe izlazi x = iz druge x = a (2 — -yV Dakle je 

a ^2 — -¥~\ — odatle izlazi 2b — y = y, y — b. Uvrstimo li tu 

vrijednost u x = ^, imamo x = a. Zato je x = a, y — b rješenje 
zadanog sistema. 

b) Metoda supstitucije. Jednu nepoznanicu u jednoj od obiju 
zadanih jednadžbi treba izraziti kao funkciju druge, pa tako dobiveni 
•zraz uvrstiti za tu nepoznanicu u drugu jednadžbu; time se dobiva 
J e dnadžba s jednom nepoznanicom, koja se onda razriješi i t. d. 
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Primjer. Neka se razriješi sistem x + y = a -j- b, bx -j- ay — 2 ab. 
Iz prve jednadžbe izlazi x — a b — y ; uvrstimo Ii tu vrijednost u 
drugu jednadžbu, imamo ab + b 2 — by + ay — 2ab, ili y(a — b) =j 

— ab — b 2 , y — ^ = b. Stavimo li y = b u prvu jednadžbu, 

imamo x = a. Dakle je x = a, y = b rješenje zadanog sistema. 

c) Metoda jednakih koeficijenata. Zadane jednadžbe treba po¬ 
množiti s tako odabranim faktorima, da koeficijenti iste nepoznanice ui 
obje zadane jednadžbe budu protivni. Obje se jednadžbe zatim zbroje, 
te se tako dobije jedna jednadžba s jednom nepoznanicom. Kad 
smo odredili vrijednost te nepoznanice, možemo na isti način odre-i 
diti vrijednost druge nepoznanice ili također uvrstivši nađenu vri¬ 
jednost u koju od zadanih jednadžbi. 

Primjer. Neka razriješi sistem: 


ax — by = a 2 + b 2 a 

bx_-\-ay = a 2 -f- b 2 b 



Pomnožimo li gornju jednadžbu s a, donju s b i zbrojimo li obje 
dobivene jednadžbe, imamo: 

x(a* + bV = (a 2 + b 2 ) (a -f b); x = a 4- b. 
Pomnožimo li gornju jednadžbu s — b, donju s a i zbrojimo li 1 
obje jednadžbe, izlazi 

V(a 2 + b 2 ) = (a 2 + b 2 ; (a — b); y — a — b. 

Dakle je x = a -f- b, y = a — b rješenje sistema. 

d) Metoda neodređenih koeficijenata ili Bezout-ova metoda. 
Jedna se od zadanih jednadžbi sistema pomnoži s neodređenim koe¬ 
ficijentom X i pribroji drugoj jednadžbi. Odabere li se sad X tako, 
da koeficijenat nepoznanice, koju hoćemo eliminirati, bude jednak 
nuli, to iz jednadžbe, koju smo pribrajanjem dobili, izlazi vrijednost 
druge nepoznanice. 

Primjer. Neka se razriješi sistem 

3x — 4y — 19, 

8x -j- y = 4. 

Pomnožimo li prvu jednadžbu s X i pribrojimo li je drugoj! 
jednadžbi, dobivamo 

(3X 8) x — (4X — 1) y = 19X + 4. 

Odaberemo Ii X tako, da je 4X - 1 = 0, onda je X = i-, paizi 

(lf + 8 ) * = + 4 izlazi x = 1. Slično ili također supstitucijom] 

nalazimo dalje y = — 4. 
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13. Razmatranje općeg sistema od dvije linearne jedna¬ 
džbe s dvije nepoznanice. Opći je oblik sistema od dvije linearne 
jednadžbe s dvije nepoznanice 

a lX + bj = c u 
a 2 x + b„y = c„. 

Taj će se sistem razriješiti primjenom bilo koje od istaknutih 


metoda. Metodom jednakih koefici 

enata izlazi na pr. 

a x x + b x y = c x 

^2 

~ °2 

a 2 x + b 2 y = c 2 

- b x 

a i 


x(a 1 b. 2 — o 2 bf = b 2 c l — b 1 c 2 , 
y(a, b, — a„ b x ) = a x c 2 — a 2 c, . 


v _ ^2 C l b x C 2 

a x b 2 —a 2 bf y 


a x b.) a,b l 

Vidi se, da su nazivnici u izrazima za x i y jednaki; brojnici se 
dobiju iz nazivnika a x b 2 — a 2 b v ako se koeficijenti od x odnosno od 
y zamijene s općim članom. Tako se može iz zadanog sistema nepo¬ 
sredno napisati rješenje. 

Diskusija općeg rješenja. Za x i y izlazi iz pređašnjih izraza ko¬ 
načne i određene vrijednosti, dok je a x b 2 — a 2 b x ^S: 0. Te su vri¬ 
jednosti jednake nuli, ako je c x i c., jednako nuli. Samo je x — 0, 
ako je b 2 c x — b x c 2 — 0 ili b x : b 2 = q : c 2 ; samo je y = 0, ako je 
a x c 2 — a 2 c x — 0 ili a x : a 2 = c x : c 2 . 

Ako je pak a x b 2 — a 2 b x 


1. b 2 c x 


0, treba razlikovati dva glavna slučaja: 

bi 


b x c 2 0. Iz a x b 2 — a 2 b x = 0 izlazi — = 


V 


i z b, c x 


b x c 2 ^ 0 izlazi r 1 ^ • Stavi li se — = k, to je 


c*> 


a x = ka 2 , b x = kb 2 , c x kc 2 . Uvrstimo li vrijednosti od a x , b x , u prvu 


jednadžbu sistema, izlazi k a 2 x -(- k b,y = c x ili a 2 x -j- b 2 y = 


Cl 

k' 


Q 

No druga je jednadžba a 2 x -j- b 2 y = c 2 . Ali zbog c x ^.k c 2 , nije 

jednako c 2 . Obje se jednažbe dakle protive jedna drugoj, pa nema 
vrijednosti od x i y, koje bi udovoljavale obje zadane jednadžbe. Ka¬ 
žemo također, da obje jednadžbe čine nemoguć sistem ili su one 
inkompatible. Takove su na pr. jednadžbe 

3x + 4y = 12, 15x + 20^ = 40. 

a b 

2. b 2 c x — b x c 2 — 0. Iz a x b 2 — a 0 b x izlazi - 1 = iz b 2 c x — b x c 2 = 0 

a 2 On 

Škreb 11 n : Aritmetika i algebra za V. razred srednjih škola. 3 
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izlazi 4 1 = — • Dakle je na osnovu pretpostavaka ~ ' 

0 2 ^2 - 
Označi li se zajednička vrijednost svih tih kvocijenata s k, to je 

nj = ka 2 , b x = kb 2 , c x — kc 2 . Uvrstimo li te vrijednosti u prvu 
jednadžbu, dobivamo 

ka,,x + kb 2 y = kc 2 t. j. 
a 2 x -f- b 2 y = c 2 . 

Iz prve smo jednadžbe, kad smo je podijelili s određenim brojem, 
dobili dakle drugu jednadžbu. Druga zadana jednadžba samo je drugi 
oblik prve jednadžbe; obje jednadžbe određuju istu vezu između x i 
y, pa je zato takav sistem neodređen, te imade beskonačno mnogo rje¬ 
šenja. Neodređen je na pr. sistem 6x — 8y = 4, 3x — 4y = 2. 

Specijalni slučajevi: 1) Ako je a 2 = b, = 0, sistem prelazi u 
sistem a x x + b x y = c v 0 = c,. Ako je c . 2 = 0, imamo samo jednu 
jednadžbu 1. stupnja s 2 nepoznanice, sistem je neodređen; ako je 
pak c 2 ^ 0, sistem je nemoguć. 


2) Ako je a x = a 2 — 0, zadani sistem prelazi u sistem bj = c v 
c , 


b 2 y — c 2 ili y = 


V 


c.-, .. . Ci c.j ... c. _ *, 

Ako je -r 1 = -jr ih — = x > 

b 2 J b y b 2 c 2 b.f 


sistem je 


c c 

neodređen, jer mu je rješenje: x po volji, y — = Ako je 

sistem je nemoguć. 

0\ Oo 


3) Ako je a 2 = a. 2 = b x = b 2 = 0, sistem prelazi u sistem 
0 = c v 0 = c„. Ako je c L = c, = 0, sistem je neodređen, jer 
svaka jednadžba prelazi u identičnu jednadžbu 0 . x -j- 0 . }' = 0. 
Taj je sistem dvostruko neodređen, jer su za svaku vrijednost od 
x i y obje jednadžbe identički ispunjene. Ako je c x ili c 2 ^ 0, sistem 
je nemoguć. 


§ 14. Linearne jednadžbe s 3 i više nepoznanica. Da se 

razriješi sistem od 3 linearne jednadžbe s 3 nepoznanice, eliminirat 
će se bilo kojom od spomenutih metoda ista nepoznanica između kojih- 
god dviju zadanih jednadžbi i onda između jedne od tih jednadžbi i 
treće jednadžbe. Time se dobiva sistem od dvije jednadžbe s 2 ne¬ 
poznanice, koji zajedno s jednom od zadanih jednadžbi, u kojoj dolazi 
treća nepoznanica, čini sistem ekvivalentan sa zadanim. Razriješi li 
se sistem od 2 jednadžbe s 2 nepoznanice, pa uvrste li se nađene 
vrijednosti u treću jednadžbu sistema ekvivalentna sa zadanim, dobit 
će se rješenje zadanog sistema. 


. Neka se razriješi sistem 




3x — 2y -(- 5z — 

20, 

6 


4x -f- 3y — 6z = — 

7, 

5 


— 5x + 4y -j- 3z = 

14. 


2 


Eliminiramo li na pr. z između prve i druge, a zatim između 
druge i treće jednadžbe, dobivamo ovaj sistem 

38x —|— 3_y = 85, 

— 6x + 11 y = 21. 

Razriješimo li taj sistem, nalazimo x = 2, y = 3. Uvrstimo li 
sad te vrijednosti u bilo koju od zadanih jednadžbi, nalazimo z = 4. 
Rješenje ili korijen gornjeg sistema jest: x = 2, y — 3, z — 4. 

Za razrješenje sistema od 3 jednadžbe s 3 nepoznanice može 
se upotrijebiti i metoda neodređenih koeficijenata. U tu se svrhu po¬ 
množi prva jednadžba s X 1; druga s X 2 , pa se tako dobivene jednadžbe 
pribroje trećoj jednadžbi. Iz te treće jednadžbe može se odrediti vri¬ 
jednost svake nepoznanice, ako se koeficijenti ostalih nepoznanica 
stave jednaki nuli. 

S pomoću te metode razriješit ćemo opći sistem od tri jednadžbe 
s 3 nepoznanice 

-1- b 2 y + CjZ = d v 
a. 2 x -f- b 2 y + c,z = d 2 , 
a s x + b s y + c a z --= d s . 

Pomnožimo li prvu jednadžbu s X 1( drugu s X., i tako dobivene 
jednadžbe pribrojimo trećoj jednadžbi, imamo 

JC (°iX 1 + a. 2 h 2 + a a ) + + b 2 \ 2 -j- b 2 ) -j- z(c 1 X 1 -j- c,X 2 -j- c 3 ) = 

d 2 \ -j- d 2 X 2 + d r 

Odredimo sad Xj i X 2 tako, da je 


+ b 2 \ 2 + * 3 — 0, 


~ ‘i 

CiX, -j- c 2 X 2 -j- c 3 = 0. 

- *2 

*1 


Pomnožimo li najprije prvu jednadžbu s c,, drugu s — b. 2 , zatim 
prvu s — c v drugu s b v dobivamo 

Xj (b x c 2 b 2 cj) = b 2 c 3 — b. 2 c 2 , 

X, (b x c 2 b 2 c 1 ) — b. i c 1 b x c. 2 . 

Odatle izlazi 


b,c„ - boC, 


6„c, — b,c 
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Zato je 


x = 


^1^1 ~f~ d 2 '/. 2 ~t~ <4 _ bjC^ — b,c, 


rf, 


_ ^ 3 C ? _f_ ^ ^ 3 C 1 — ^ 1^3 


V 2 — 6 2 c, 


+ <4 


°i^i + o,X 2 + o 3 

b i% 

_ d^(b 2 c z 6 3 c 2 ) + d.^b.jC-, - 


b& - 


+ 


Vi — y a 


- &+ 1 “ 2 ^c,, — 6 2 Cj 

V3) 4~ d z (b 2 c 2 — l^c,) 


Ws — 6 3 c 2 ) + c 2 (6 3 c! — ^c 3 ) + o 3 (V 2 - kej 

SUčiio se nalazi y i z, ali se mogu odrediti i direktno iz izraza 
za x, ako se svako b zamijeni s a istim indeksom i obrnuto, a c 
ostavi nepromijenjeno odnosno, ako se svako c zamijeni s a s istim 
indeksom i obrnuto, a b ostavi nepromijenjeno. Tako se dobiva 

y = ^i a - lC 3 ~ o s c 2 ) + d,(a ? c 1 — 0,4) -f- d^c 2 — a 9 c,) , , 

b Htn- C h ~ Q ' iC A "t b J^ C i ~ ° lC ^ + b 3 <a i C 2 — °S C 1 )’ 

2 = ~ a i b i) + d,(a 3 b l — 0 +) -j- d^(a,b 9 — a„ b, ) 

C AA — a 3 ć> 2 ) 4- c 2 (a ? b l — a^) + c a (a t b 2 — a 2 bj' 

Ako se gornji posebni sistem razriješi tom metodom, nalazi se 
20 7 
K = — 11» *2 =-3 • Onda je x = 2; dalje se dobivaj = 3, z = 4. 

Ako je nazivnik 

W 3 — b s C 2 ) + 0 2 (Vl — Vs) + fl 3 (V 2 — Vi) 
jednak nuli,^ tad se koja jednadžba sistema protivi drugoj ili opet 
koja jednadžba sistema zavisi 0 drugoj. Da se to ispita, treba elimi¬ 
nirati jednu nepoznanicu i istražiti poznatim načinom dobiveni sistem 
od 2 jednadžbe s 2 nepoznanice. 

Tako je na pr. sistem 

5* + 7y — 6z 1, 

2 * + 3 y + z = 11, 
x + y — 8z = 21, 

nemoguć, jer, ako eliminiramo x između druge i treće i prve i druge 
jednadžbe, dolazimo do sistema 

5x + 7y — 6z = 1 , 

y + 17z == — 31, 
y + 17 z = 53. 

Dvije posljednje jednadžbe tog sistema protive se jedna drugoi 
sistem je nemoguć; slično se dokazuje, da je na pr. sistem 

3* + 2y -j- z = 10, 

4x — by -j- 2z = 6, 

7x 3 y + 3z = 16 


neodređen. 
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Zadatci. Razriješi ove sisteme jednadžbi: 


1. 

7x + 8y = 10, 

2. 12x — 5 y 

- 81, 


5 x + 4y = 2. 

9x — 7 y = 

= 51. 

3. 

24x — 37y = — 2, 

CO 

X 

1 

o 1 

, t 

II 

= 10, 


I6x + 25 y = 98. 

5x — \6y : 

= — 5. 

5. 

17* +19 y = — 21, 

6. \2x — 5v : 

= 64, 

U 

19x — 17_y = 53. 

00 

X 

1 

ii 

= 68. 

7. 

ax + by = a 2 , 

8« j ak + y — 

a 3 , 


ax - by = b 2 . J 

x + ay — 

1. 

9. 

ax + by = a + b, 10,. (x — l):(j- 

— 1) = (: 


a-x + b 2 y = a 2 + b*. 

3 x + y = 

49 — j 

11. 

(x —7) : (x — 5) = (y - 

~ 6) : (y - 5), 



(x - 11) : (y — 5) = (x 

- 10) : (y - 

3). 

12. 

(x + y — 3) : 4 = (x — 

y + 9) : 5, 



(2x - y — 1) : 3 = (x - 

- 2y + 8) : 2. 


' 13. 

x + ay = — a 2 , 14. ax -(- by = 

= a 2 + 


X + = — 6 2 . 

bx + ay = 

= 2 ab. 

15. 

(a - l) 2 x + (a* - 1) y 

= (a + l) 2 . 



(2a - 1) x + (a + 1) y 

= n 2 - 1. 


16. 

(a + b) x — (a — b) y = 

= 4ab, 



(a — b) x + (a + b) y = 

= 2 (a 2 - b>). 


17. 

(a + 2b) x + (a — 2b) y 

1 = ab, 


18. 

(a — 2b) x + (a + 2b) y 

= 5ab. 


(a + b) x + (a — b) y = 

= a 2 - b\ 



(a — b) x — (a + b) y = 

= ab. 


19. 

(a 8 +l)x + (a 2 -l)j/ = a, 1 

20. a-x — ay 

— a + 

** 

(a + l)x + (a — l)y = a 2 . 

a (a + b) x 

■ + ay = 

21. 

ax — (a — b) y = b\ 



i 

(a + b)x-by = a i - 

b 2 . 


22. 

a ( x + y) + b (x — y) = 

= 1, 


23. 

a ( x — y) + b (x + y) = 

= 1. 


x — y — 4 ab, 




(a b) x + (a + b) y = 

2a ( a 2 — b 2 ). 


21. 

++ y x — y cc x 

3 2 ~ 56 ’ T 

+ X + y = 22. 

0 

25. 

ax + bv = 2a a ~ b x 4- 

a 4- b 2a 2 

IP - 

— 2b 2 


i u y — ^ a -p 

a ^ 

ab 


b, 
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o fi * + i , y -1 _ 5 y~ 6x 

- 6 * 4 1 5 10 ’ 

5x — 1 y — 5 _ 3x — y 

12 ' 6 4 


28. 


-0, 


30. 


4x— v—12 | x — 2y + 3 
5~ 15 

5x — y — 9 4x — y — 13 
12 r 9 

+ 1 y ~f~ 2 _ 2(x — 


05 3x ~f~ 4y _5_ 2 j 

^ 5x — Sy + 10 ’] 

7x — y + 1 _o 

4x - 3y + 8 “ \ 

oq x+2y , x-y = l 

*9. — 2 r 4 8 > 


x 

4 


x + y _ o 
2 ^ 


3 4 5 


BI 

dl * a + b 


= 1 . 


x — y 
x + y 


6' 


02 7x + 1 _ 2y + 5 
10 5 


5x 


8 


+ 


2 y + 1 


12 . 


oo 4x + 5y 12x - 5 y _ 9x + 3 

3i - -10 h 5 _ 4 ’ 

8x — y 9y — 6 llx + 5y 

25 


34. 


3o. 


6 10 

3x + 5 y — 10 9x — 7y -4~ 12 _10 

12 15 3’ 

10x — 3y + 8 5x + 4y + 1 = 9 
4 7 

x y _ _ 4 ab 

a b a — b b 2 — a 2 ' 

x + y x — y _ 2(a 2 + b 2 ) 

a + b a - b a 2 — b- * 


36. ± ^ = 1, 37. 

a o 

-Si.. 


m + n 
x 


+ 


y 


i 


m — n m — n 

y _L_ 


m + n m — n m + n 


b) 


+ - 2 "': 


a -)- b ~ a — b 

x-\-y — b.x — V'—a_ x — y _ x ±_y 
- - a -1 b 2 ab a 2 + b 2 

U zadacima 39.-43. uvedi novu nepoznanicu 

(na pr. u 39. A = «, = v i t. d.) 

y 


39 


39. 


41. 


43. 


44. 


45. 


A + — = 49, 

x 1 y 

— — + 8 . 

x y 

— + — = 2 ab, 

x y 

A- + A = a 2 + b 2 . 

x ' y 


a 


x+y+a + x— y + b b' x^-y +a x— y + b 


40. 


42. 


a 


8 


2x — 3y 3x+ 2 y 

7 3 


= 5, 


3x + 2 y 8 (2x — 3y) 

a , a 


]_ 

2 


x + a A y — b 

_b _ b_ 

x -h a y - b 
b 


= 1 , 

\ 

= 1. 
a 


Zašto sistem 3y — 4x + 15 = 0, 9y — 12x + 1 = 0 nema 
rješenja? 

72 

Isto za sistem 15x — 24j> -}- 15 = 0, 9x = y + 3. 


46. Neka se razriješi i diskutira sistem 

a) {m — 1) x — y = 1, mx — 2y = m; 

b) (2 — ni) x + y = m -)- 4, (m + 4) x + (3 m + 2) y = 8 — lm. 

47. Neka se odredi vrijednost od m, da sistem 

(m + 2) x + (m - 7) y = 7, 

4x — 5y = 8 m 
bude nemoguć. 

48. Neka se odredi m i n, da sistem 

(m — n) x (3/n — 5) y = 2 mn, 

(m + n) x + (n — 7) y — 6 mn 
bude neodređen. 

49. Odredi m, da vrijednosti x, y, koje zadovoljavaju sistemu 

(m — 1) x — 3 y = 12, 

4x + (3/n + 2) y = 5 
budu proporcionalne brojevima 3 i 8. 

,50. Neka se odredi m tako, da vrijednosti od x i y, koje zadovo¬ 
ljavaju sistemu 

(m + 2)x 4- (1 + 5 m)y = 15, (5 — 2 m)x + (1 — 10 m)y = 
. * = 9 budu vezane relacijom x. -f- y -|- 6 = 0. 

®1« Odredi u sistemu (5/ -j- 4)x — (21 + 3)y = — 2, (3/ — 8)x + 
+ (21 — 1) y = 18, / tako, da y bude jednako 2x. 

°'* Odredi / i m tako, da sistem 

(/ — 2 m) x + (m — 2/) y = 2, 

(/ -j— /72 -)- 13) x — 21 y = 6 
bude neodređen. 
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53. 


54. 


55. 


56. 


58. 


60. 


62. 


64. 


66 . 


Neka se napiše jedna od jednadžbi, koje s jednadžbom 

a) 3x — 4 my -{-5 = 0, 

b) 2mx — by -)- 6 = 0 čini nemoguć sistem. 

Neka se napiše jedna od jednadžbi, koje s jednadžbom 

a) x - f- 4 my -{-3 = 0, 

b) 2mx — 7y -j— 8 = 0 čini neodređen sistem. 

Neka se u sistemu 

(15m + 1) x + (3 m -|- 2) y = 4, 

(10m — 14) x -{- (2 m — 5) y = — 8 
odredi m tako, da zbroj korijena bude jednak 3. 

Razriješi ove sisteme: 


x + 3y + 4z = 27, 
y = 4x - 5, 
z = 3x — 2, 

— 3x -j- 4 y -{- 5 z = 3 
6 x + ly -f 82 = 15 
9x — 10 y -j- \ \z = 41 

3x — ly —{— 52 = 0, 
lx - 3y + 4z = 52, 

8x -{- 5y - Iz = 70. 

3*_4^ 

4 3 ' 

2x _3y, 

3 5 ' 

x_ _2y . 

12 9 ' 

3x — 2 y 
3 

7x-\-2z 
5 

9y — 5z 
7 

i_l+A =I , 

X j; ' z 9 

T + y~y = ~ 8 ’ 

-4+ y + t =-19- 


57. x -J- y + z = 1 , 

X — >> + 2 — 1, 

X -{- >/ — 2 = 5. 

59. 12x + 5^ — 32 = 67, 
9x — 3 y + 4 2 = 43, 
15x — 7y - 52 = 56. 

61. ax -f- by = c, 
đ 2 + = f, 

gx + hz = A:. 


+ 


52 

T 


10 , 


63. 

X 

4 

— 

y 

2 

+ 

2 

3 

= 2, 

72 

15 

= 

27, 



X 

2 

+ 

y 

5 

+ 

2 

15 

= 7, 

42 

3" 

= 

35, 



X 

8" 

+ 

y 

10 

— 

2 

5 

= — 1 

8x 

2 

2 

= 1 , 

65. 

X 

y 

+ 

y 

5 

+ 

2 2 

7 

= 58, 

3x 4- 5y 

6 

0 , 


5x 

7 

+ 

y 

6 

+ 

2 

3 

= 76, 

6x 

3 

5 y _ 

4. 


X 

7 

— 

i 

5 

+ 

72 
40 = 

II 

H5 


67. 


2x—3y ' 3 x-{- 42 3y —52 

_5_4 3 

2x—3 y 3x-{ -4 2 ' 3^—52 
,3 2 _ 5 _ 

2x—3y 3x-{-42'3y—52 


-3X 


: 10 , 
20 . 
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^ 68 , ax 4 - by -{- cz = đ, 

a 2 x -f- ft 2 .y 4- c ž 2 = d 2 , 

a 3 x -{- b z y 4 - c 3 z = d 3 . 




69. ax -|- y 4~ 2 = a, 
ox 4 - + 2 = 1 , 

x -{- ay -{- 02 = 1 . 

71. x + ay 4 - a 2 z -{- a 3 = 0 , 


Kl _ t x 4 - by -f ft 2 2 4 - b 3 = 0 , 

ft c — ’ 



72. (6 — c)x— (a — c)}/ = ft 2 — a 2 , 
(ft — c)x+ (a — ft) 2 = a 2 — c 2 , 
(a — c)}'— (a — ft) 2 = ft 2 —c 2 . 


X -f 0 -j- C*2 f C J = 0. 

73. ax 4- y -{- 2 = a 2 , 

x + a_y 4~ č = 3«, 

x 4- y + az — 2. 


74. x + y 4- 2 = 1, 
ax -{- ft_y -(- C 2 = m, 
a 2 x 4 - ft 2 )’ 4" c 2 z = m 2 . 

76. 2x -{- 3>> -{- 42 — 5« = — 1, 

- 3x — 2j> 4" 62 — 4« = 23, 

— x 4- by -\- 3z 4- 2« = 7, 

' 5x — 4y -{- 2z — lu = 20. 


75. x + y 4- z -{- u = a, 

x — ; 4- 2 + u = 6, 

x 4- y — 2 + u = c, 

x + y + 2 — u — d. 

77. x —2)/4-32 — 4« = 7, 
3x 4- y — z 4- 2« = 5, 
4x — -{- 2z — 3« = 11, 

— 2x 4- 2y 4 - 52 4- 2« = 70. 


78. Neka se ispita, kakovi su sistemi: 

a) 5x -{- 4y — Iz — 4, 3x — y + 2z = 3, 1 lx + 2y — 3z = 12 ; 
b) — 4x -}- y 52 = 3, 2x — 3y -{- 42 = 8 , 5y — 132 = 4; 
<) x 4 - 3y — 2z = 8, 4x — 2y -{- 2 = 3, 6x + 4y — 32 = 19. 

79. Koji uvjet mora postojati, da sistem a,x -{- ft,}’ 4- c t z — 0. 
a zX 4 - b 2 y 4 - c. 2 z = 0 , a 3 x -{- b s y -j- c s z = 0 imade rješenje? 

80. Uz koji uvjet imade sistem a,x -|- b : y -{- c, = 0, a. 2 x 4 - b 2 y c 2 = 
^ a &x -j- ft 3 y -{- c 3 = 0 zajedničko rješenje? 

81. Koja relacija mora postojati između m i ti, da sistem mx -f 
y = m, x ny = n, x y = 2 imade zajedničko rješenje? 

^ Kakovu vrijednost mora imati m , da sistem x + 2y — 4 = 0 , 

~}' + 6 = 0, 3x — 2} -{- m = 0 imade zajedničko rješenje? 
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§ 15. Grafičko razrješavanje sistema od dvije linearne 
jednadžbe s dvije nepoznanice. Prošle smo godine vidjeli, kako 
se može grafički razriješiti linearna jednadžba s jednom nepoznanicom 
ax + b = 0. 

Našli smo ovaj poučak: 

Jednadžba oblika ax + b = 0 može se gr.afički razriješiti, da 
se nacrta pravac y = ax -f- b i odredi presjecište tog pravca s osi x. 

Sad ćemo razriješiti analogni zadatak za sistem od dvije linearne 
jednadžbe s dvije nepoznanice. Neka je na pr. zadan sistem 

2x — 3y = 12, 

4x 3y — 6. 
Nacrtajmo sad pravce za¬ 
dane tim jednadžbama. U i 
tu je svrhu najzgodnije, da, 
odredimo one dvije točke, 
u kojima ti pravci sijeku 
koordinatne osi. Stavimo li ] 
u jednadžbu >prvog pravca ] 
za x — 0, dobivamo y— —4; I 
stavimo li pak za y — 0,1 
dobivamo x = 6. 

Spojimo li dakle točke I 
Mj (0—4), M 2 (6, 0), dobi- I 
vamo pravac 2x — 3 y = 12.1 
Na sličan će se način dobiti I 
pravac 4x + 3y = 61 
spojivši točke M\ (0, 2), M\ (1,5, 0). Koordinate x, y svih točaka, I 
koje leže na prvom pravcu i samo tih točaka zadovoljavaju jednadžbi] 
prvoga pravca; koordinate svih točaka, koje leže na drugpm pravcu-rj 
samo tih točaka zadovoljavaju jednadžbi drugoga pravca. Koordinate J 
točke 5(3, — 2), u kojoj se ta dva pravca sijeku, zadovoljavaju i jed- I 
nadžbi prvoga pravca i jednadžbi drugog pravca; one znače dakle I 
rješenje zadanog sistena od 2 jednadžbe s 2 nepoznanice. Za grafičko i 
razrješavanje sistema od dviju linearnih jednadžbi s dvije nepoznanice 
vrijedi dakle ovaj poučak: 

Sistem od dviju linearnih jednadžbi s dvije nepoznanice razrješava I 
se grafički, da se nacrtaju pravci, koji tim jednadžbama odgovarajuA 
i da se odrede koordinate x, y njihova presjecišta. 

Bilješka. Treba imati na umu da točnost grafičkog rješenja zavisi o I 
savršenosti materijala za crtanje, točnosti konstrukcije pravca i točnosti 1 
mjerenja. Stoga grafičko rješenje daje ponajviše približne vrijednosti. Zato ] 
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• e n užno, da se svaki put pokusom ispita, da li nađene vrijednosti jed¬ 
nadžbi doista udovoljavaju. Prednost računskog rješenja jest, da ono 
daje uvijek točne vrijednosti. 

Izuzetni slučajevi, što sm.o ih razmatrali kod razrješavanja sistema 
0 d 2 linearne jednadžbe s 2 nepoznanice, mogu se sad lako razumjeti, 
ako se nacrtaju pravci, koji tim jednadžbama odgovaraju. Pišemo li 

sistem a x x + b x y = c v a 2 x + b 2 y — c 2 u obliku y = — ^ x + 


U c 

y = — -jr x jr> to razabiramo, da uvjet a, b 2 — u 2 b x = 0 ili 

' Oo 0 9 


a A = ^ znači, da su koeficijenti smjera pripadnih pravaca jednaki. 

b x b 2 


Ako je sad još 


b. 2 c x 


— b x c 2 


< 

> 


0 t.j. 


\ ~ to znači, da su odresci 
b x .> b 2 


ina osi y tih pravaca među sobom različiti. Dakle su razmatran 
pravci usporedni, oni se nigdje u konačnosti ne sijeku, pa zato 
zadane jednadžbe nemaju rješenja. Ako je pak uz a x b 2 — a 2 b x = 0 

i b 2 c x — b x c 2 = 0, to je ^ ^y = y t. j. koeficijenti smjera 

pripadnih pravaca jesu jednaki i opći su članovi jednaki: pravci, što 
ih znače obje jednadžbe sistema, jesu isti, oni padaju jedan u drugi , 
pa je jasno, da je njihovo sjecište neodređeno. Možemo kazati, da 
se oni sijeku u svakoj svojoj točki. 

Primjeri. Sistem 3x — 2y — 15, 12x — 8y = 10 je nemoguć, jer 
su oba pravca zadana tim jednadžbama usporedna; sistem x — 2y — 
— 8, 3x — 6^ = 24 je neodređen, jer obje jednadžbe sistema znače 
istf pravac. 

1. Razriješi grafički ove jednadžbe: 


a) 2x + 5 r= 0, b) 2x - 5 = 0, c) ^ J — 6 = 0, d) | — 



Razriješi grafički ove 

2. a) 3x — 4 y = 12, 

x —2y — 8, 

3. a) 5x — 2y = 10, 

2 y — x = 6, 

4. a) y — x+ 1, 

3 2 ' 1 


sisteme jednadžbi: 
b) x — y == — 1, 
3x — 2y — 0, 
b) x+ y = 5, 
b) x — y = 3, 



c) y — x — — 1, 
' 3x — 2y = 0. 
c) 2x -j— 3^ = 6, 
2x+ y = 4. 
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5. Zašto su sistemi a) x — 3y + 5 = 0, 2x 10 = 6j/; 
b) 2x -f- 5 = dy — 9, 3x + 1 = 9y — 20 neodređeni? 

6 . Zašto su sistemi a) y — 2x — 3; 3y —=• 6 x = 5; b) x — y = 6 , 
x = 3 /; ej y '+ x = 7, 10_y = 5 — 10x nemogući? 

§ 16. Nejednadžbe prvog stupnja. Nejednadžbom zovemo skup 
dvaju izraza spojenih znakom nejednakosti, dakle znakom > ili <. 
Razlikujemo brojčane nejednadžbe, odredbene nejednadžbe i identične 
nejednadžbe. Brojčane su nejednadžbe na pr. 2 < 3, — 8> — 12; 
odredbene nejednadžbe jesu na pr. 2x < 7, 3x -(- 5 < 4; identična 
nejednadžba jest na pr. (2x — 5) 2 -j- 1 < 0. Odredbene nejednadžbe 
ispunjene su samo za određeni skup vrijednosti nepoznanica, koji 
se u svakom slučaju imade odrediti. Identične nejednadžbe ili neiden- 
titeti ispunjene su za svaku vrijednost općeg broja, koji u njima dolazi. 

Tako na pr. nejednadžbi 2x > 7, udovoljavaju samo vrijednosti. 

7 • 1 

od x veće od , nejednadžbi 3x -j- 5 < 4 vrijednosti od x < — dok 

je nejednadžba (2x — 5) 2 + 1 >0 ispunjena za svaku vrijednost od x. 

Stupanj je nejednadžbe eksponent najviše potencije nepoznanice. 

Svaka se vrijednost nepoznanice, koja odredbenu nejednadžbu 
čini brojčanom nejednadžbom, zove rješenje ili korijen te nejednadžbe. 
Razriješiti neku nejednadžbu znači naći njezine korijene. Dvije su 
nejednadžbe ekvivalentne, kad imaju iste korijene. Da se razriješi neka 
nejednadžba, treba je pretvoriti u drugu njoj ekvivalentnu, kojoj je 
rješenje evidentno ili očito. 

Razrješavanje odredbenih nejednadžbi osniva se na analognim 
poučcima za razrješavanje odredbenih jednadžbi. To su ovi poučci: 

1) Ako objema stranama nejednadžbe dodamo isti izraz, dobi¬ 
vamo nejednadžbu, koja je sa zadanom nejednadžbom ekvivalentna. 

Dokazuje se analogno kao kod jednadžbi, samo treba mjesto 
znaka jednakosti staviti znak nejednakosti. 

S pomoću tog poučka može se svaki član nejednadžbe preni¬ 
jeti s jedne strane na drugu, da mu se promijeni predznak. 

Ako nam je na pr. zadaha nejednadžba 3x — 5 > 4 + 2x, 
ta je nejednadžba ekvivalentna s nejednadžbom 3x — 2x > 4 -j- 5, 
ili s x > 9. 

Uzmemo li na pr. za x = 10, imamo 25 > 24, x = 20, imamo 
55 > 44 i t. d. 


2) Pomnožimo li ili podijelimo li obje strane nejednadžbe s istim 
pozitivnim brojem, dobivamo ekvivalentnu nejednadžbu-, pomnožimo li 
Hi podijelimo li obje strane s istim negativnim brojem i promijenimo li 
istodobno znak nejednakosti, dobivamo opet ekvivalentnu nejednadžbu. 

Neka je p neki pozitivni broj; dokazat ćemo, da su obje nejed¬ 
nadžbe /(x) > £(x), pf(x) > pg{x) ekvivalentne., 

Ako je x = a korijen prve nejednadžbe, to je 

/(«) > g( rj -)- 

Pomnožimo li obje strane te brojčane nejednadžbe s pozitivnim 
brojem p, dobivamo opet nejednadžbu istog smisla t. j. 

PM) > Pg(*)- 

To nam ujedno pokazuje, da x = a udovoljava također drugoj 
nejednadžbi i t. d. 

Neka je sad n neki negativni broj; dokazat ćemo, da su obje 
nejednadžbe /(x) > g(x) i n/(x) < ng(x) ekvivalentne. 

Ako je x== a korijen nejednadžbe /(x) g(x), to je /(a) > £(a); 

kako je n negativni broj, a množeći nejednadžbu s negativnim brojem 
moramo izvrnuti znak nejednakosti, izlazi n/( a) < ng( a) t. j. x = a 
udovoljava i drugoj nejednadžbi. Ako je pak p rješenje nejednadžbe 
nf(x ) < n^(x), to je nf( p) < ng( P). Ako obje strane te brojčane ne¬ 
jednadžbe podijelimo s negativnim brojem n, moramo promijeniti znak 
nejednakosti t. j. izlazi /(P) > ^(P), što nam dokazuje, da je x = p 
također korijen prve nejednadžbe. 

Iz tog poučka izlazi, da se smije promijeniti predznak svih čla¬ 
nova nejednadžbe, ako se izvrne znak nejednakosti. Ujedno možemo 
se u nejednadžbi riješiti nazivnika, ako je on stalna predznaka t. j. ako 
je uvijek ili samo pozitivan ili samo negativan. 

§ 17. Razrješavanje nejednadžbi prvog stepena s jednom 
nepoznanicom. Nejednadžbe prvog stepena s jednom nepoznanicom 
općenog su oblika ili 

ax -f- b > 0 ili ax -f- b < 0. 

Uzmimo, da nam je zadano ax -j- b > 0 . Ta je jednadžba 
e kvivalentna s nejednadžbom 

ax > — b, i ako je a > 0, 



Ako je pak a < 0, rješenje jest x < ——. 
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vrliednost U S“v““t 0 ' 4> ° " e i ednadžbi i e udovoljeno za svaku i 
je'nemoguća! ' '* “ “ = ° ‘ * = ° m 4 < »• "Vd-adzbaj 

Da se razriješi neka nejednadžba, postupat će se no istim 
pragma kao kod razrješavanja jednadžbi. Ipak treba uvijek imati 

"„ar:je d P a oLr iednadžba nikad -**»«*'»*£ 

Primjer. 1. Neka se razriješi nejednadžba 

4 ^ 2—• 

Pomnožimo li oba člana s 4, dobivamo 3* - 16 < \ 4x + 6 i 

renesimo ^ «'anove s x na lijevu, ostale na desnu stranu. Imamo 

w ^ 22. Podijelimo nejednadžbu s — 11 
ulazi x > _ 2 

2) Neka se razriješi nejednadžba 

.. .. 2mx — 12 < 5x - 4m. 

Uredimo li tu nejednadžbu, imamo 

(2 m — 5)x < 12 — 4 m. 

Ako je 2 m — 
udovoljeno za 


0 t. j. ako je m > ~ zadanoj je nejednadžbi! 


12 — 4 m 
2 m — 5 ' 


Ako je 2m — 5 < 0 t. j. ako je m < J, nejednadibi je 

udovoljeno za * 12 — 4 m 

2 m — 5 

5 


2m — 5 ■ 

Ako je 2m — 5 = 0 t. j. ako je m = A j mam o 
v.. 0 • x <C 2, ^ < oo. 

Nejednadžbi je udovoljeno za svaku vrijednost od x. 


§ 18. Simultane nejednadžbe prvog stupnja s jednom i 
više nepoznanica. Simultanim nejednadžbama prvog stupnja s 
jednom nepoznanicom zovemo više nejednadžbi prvog stupn.a s 

poz"„anicr P S 0 |iZ C s° m ' ,‘t° ifma m ° rai " udovoI i ili ,ste vhfednosti'ne- 
nepoznanica 

r ,ca Raz-is tk a „ da sir-a, sr, 

0 ied " oi iedi "»< Z 7 
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1) Sve su nejednadžbe sistema, na koje se svodi zadani sistem 

oblika: ’ 

x > a v x > a 2 , • • . x > a n . 

Označi li se najveći od brojeva a,, a 2 • . . fl „ s a, nejednadžba 
x a J e ekvivalentna sa zadanim sistemom. 

2) Sve su nejednadžbe sistema, na koje se svodi zadani sistem 
oblika: 

. x ^ b v x < 6 2 , x < 6 S • • • x < &„ . 

Označimo li s 6 najmanji od brojeva ć 1; ž> 2 , ž» 8 . . . b n , nejed- 

nadzba x ^ b je ekvivalentna sa zadanim sistemom. 

3) Određeni broj zadanih nejednadžbi svodi se na prvi oblik a 

ostali se broj svodi na drugi oblik. U tom je slučaju najveći od 
biojeva Oj, a 2 , a 3 . . . donja granica rješenja, a najmanji od brojeva 
r 1 ; T 7 • : • gorn J a § ranica rješenja. Označimo li te granice s a i b 
nlTn ° < b \ SVi SU br ° jevi ' Zmeđu a 1 b rješenja; ako je 

sistema^ MompaSe. U '° m P ° S ' iedniem "'i« 1 "*®* 

objim^nejediiadžbama * ° drede Vrii ' dn ° S,i ° d *■ <“*-dovoliavaju 

x_ 3x - 4 ^ 2x + 5 
2 6 > 3 ’ 

* ~ 4 x + 4 

5 ~Ao~- 

Treba svaku od tih nejednadžbi zasebno riješiti. Iz prve izlazi 
^ < - y, iz druge x < 12. Objema je nejednadžbama udovoljeno 

za x < —— 

2 ‘ 


natižbama' 113 “ ° drede vri|ednosli od *. k “i' radovoljavaju nejed- 

2x-3<?-+J' 

X + 1 

2 < x — 5. 

,Z prve lzIazi x < y> <z druge x > 11. Budući da je — < 11, 
ob je su nejednadžbe inkompatibilne. 

3) Neka se razriješi nejednažba A— > i. 0 va se nejed- 
nad zba ne smije pomnožiti s 2x + 3, jer 2x + 3 može već prema 
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vrijednostima od x biti pozitivno ili negativno. Radit ćemo zato ovako: 
prenesimo najprije 1 na lijevu stranu; imamo 


* - 1 - i > o ili ? - 1 


2x — 3 


> 0 ili 


2x + 3 


> 0 


2x -f- 3 ^ 2x -f- 3 

x. —I— 4 x I 4 

t- j. 2 X 3 < 0- Da razlomak 2x-±. ^ bude negativan, treba da broj- 

nik i nazivnik budu protivna predznaka. Tako dobivamo ove sisteme. 


x + 4 > 0, 
2x + 3 < 0, 

x + 4 < 0, 
2x —)— 3 0, 


odatle izlazi 


odatle izlazi 


x > — 4, 

*<~f. 

x < — 4, 

x> -|* 


Prvi sistem je ispunjen za vrijednosti od x između — 4 i — — 
3 

t. j. za — 4 < jc <- 2", dok je drugi sistem inkompatibilan. 

Kako će se razriješiti sistem od dvije linearne nejednadžbe s 
dvije nepoznanice, pokazuju nam ova 2 primjera: 

1) Neka se nađu vrijednosti od x i y, koje istodobno zadovoljavaju 
ove nejednadžbe 

3x — 4y < 7, 

4x + y > 5. 

Svaka se nejednadžba ima razriješiti po istoj nepoznanici; izlazi 

jy_± 7 


x < 


X > 


- 19 y < 13, y > - 


4 

5 — y 

4 

5 — y 
4 
13 


. Treba dakle da bude 


< 4)1 j~ 7 ili 15 


3 y < 16 y + 28, 


19 ‘ 


Objema je nejednadžbama zadovoljeno simultano za 


13 . 5 


*>-19 1 


=^< x < 4 -l± 7 
4 ^ ^ 3 

13 


Svakoj vrijednosti od y većoj od — odgovara dakle skup 
vrijednosti od x, koje se nalaze između — -r—- i ■ ' —. 
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Neka se odrede vrijednosti od x i y, koje istodobno zadovo¬ 
ljavaju nejednadžbe 

4x — 5>’ > 12, 

2x + 3y> 5. 

Iz prve nejednadžbe izlazi x > — iz druge x > -—■ 

Svakoj povoljnoj vrijednosti od y odgovara određeni skup vri- 
jednosti od x, koje su sve veće od većeg od oba broja —^ 

§ 19. Orafičko razrješavanje nejednadžbi 1. stupnja. Zna¬ 
mo od prije, da linearna funkcija y = ax b predočuje pravac i da se 

ta funkcija poništava zax = ——. Ako je a > 0, funkcija y = ax + b 

, ^ 
uvijek raste, te je y ili ax -f- b pozitivno za x > ——, negativno za 

x <-—. Nejednadžbi ax -j- b > 0 zadovoljavaju dakle apscise svih 

* b 

točaka, koje su nadesno od x — -—, nejednadžbi ax -f- b < 0 

apscise svih točaka, koje su nalijevo od-—. 

Ako je a < 0, funkcija y = ax -j- b konstantno pada; sad je 
y ili ax -\- b pozitivno za sve vrijednosti od x <-—, negativno 

za sve vrijednosti od x > — 

Ako je a = 0, to je y — b; pravac, koji predočuje funkciju, je 
paralelan s osi x. Za b > 0, on je iznad osi x, nejednadžba ax -j- 
+ b > 0 je ispunjena za svaku vrijednost od x, nejednadžba 
ax -f- b < 0 nije ispunjena ni za jednu vrijednost od x. Ako je b < 0, 
pravac je ispod osi x, ax -j- b > 0 nije nikad ispunjeno, ax -)- b 
< 0 je uvijek ispunjeno. 

Uzmimo sad, da nam je zadana nejednadžba Ax -f- By -f- C > 0, 
gdje je B ^ 0. Treba istražiti, za koje je točke x, y ravnine ta ne¬ 
jednadžba ispunjena. Zadana se nejednadžba može uvijek pisati 
y >, ax -j- b ili y < ax + b već prema tomu da li je B pozitivno 
>'i negativno. 

Nacrtajmo pravac Ax -)- By + C = 0 (B ^ 0) ili y = ax b. 
Nejednadžba y > ax -(- b znači, da za svaku vrijednost od x ordinata 
y mora biti veća od ordinate točke pravca, kojoj je x apscisa. Dakle, 
za dana nejednadžba kazuje nam, da točka, kojoj koordinate x, y ne- 

Skreblin: Aritmetika i algebra za V. razred srednjh škola. 


4 
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jednadžbi udovoljavaju, mora biti iznad pravca. Slično nejednadžba 
y < ax -|- b znači, da točka, koje koordinate x, y nejednadžbi udo¬ 
voljavaju, mora biti ispod pravca. 

Dakle nejednadžbi y > ax b, udovoljavaju koordinate svih 
točaka, koje su iznad pravca y — ax + b, nejednadžbi y < ax -)- b 
udovoljavaju koordinate svih točaka, koje su ispod pravca y = ax -f- b. 

Pravac Ax By -j- C = 0 ili y = ax -(- b dijeli dakle ravninu i 
na dva područja. U jednom je području lijeva strana te jednadžbe 
pozitivna, u drugom je području lijeva strana te jednadžbe nega-l 
tivna. Oba se područja mogu razlikovati tako, daše odredi, u kojem] 
se području nalazi koja poznata točka. j] 

Uzmimo na pr. pravac 5x — 4y — 15 = 0; ishodište se nalazi! 
u negativnom području tog pravca, jer uvrstimo li koordinate isho-| 
dišta, dobivamo — 15, što je <0; dakle za sve točke ravnine, koje 
su na istoj strani pravca, gdje je ishodište, je 5 x — 4y — 15 < 0 . 
Ako razmatramo pravac 5x — 4y = 0, točka Af (1,0) leži u pozi¬ 
tivnom području tog pravca, t. j. za sve točke na istoj strani pravca,! 
gdje je ta točka, je 5x — 4y > 0. 

Primjeri. 1 ) Neka se grafički razriješi nejednadžba 3x + 4y — 
- 12 > 0 . 





Nacrtajmo pravac 3* -f- 4y — 12 = 0. Uvrstimo li u jednadžbu 
koordinate ishodišta, izlazi — 12, što je < 0, dakle je ishodište na onoj 
strani pravca, gdje koordinate svih točaka nejednadžbi ne zadovoljavaju- 
Zgodno je stranu pravca, gdje koordinate točaka zadanoj ne-j 
jednadžbi ne zadovoljavaju, procrtati. 
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2) Neka se grafički razriješi sistem nejednadžbi x — 2 y — 6 > 0, 

2x + 5j; - 10 < 0. 



Konstruirajmo oba pravca x — 2 y — 6 = 0, 2x -(- 5y — 10 = 0v 
Uvrstimo koordinate ishodišta u lijevu stranu prve i druge nejednadžbe; 
razabiramo, da se ishodište nalazi u području, gdje koordinate ne zado¬ 
voljavaju prvoj nejednadžbi i u području, gdje koordinate zadovolja¬ 
vaju drugoj nejednadžbi. Izlazi dakle, da se točke, kojih koordinate 
zadovoljavaju obje nejednadžbe, nalaze unutar neprocrtanog kuta, 
što ga čine oba pravca. 


ZjUUULlL. rvaZ.11J Col UVC 

1. 4x — 9 > 2x — 3. 

3. 17 — 8x < 13 — 5x. 

■§' — -g - x<8 + 5x ' 
|--5 <x + 7— jX. 

T* “ T < y + 6 - 




2. 24 — 15x > 30 — 18x. 

4. 4.x — 3 > — y. 

6. 4* + 5<-4x + ! 


8. !(*-3)-^ 

10. 5x — 4 < mx + 3. 

U. 2 mx + 3 < 4x -f- 2 m. 12. mx -f- 5 > x — 3. 

^3. (x a -)- b) (x + a — b) < x 2 + ab. 

*3. (x -j- a) (x — b) < (x -f- b) (x — a). 


-> 1 - 


16 
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15. 

17. 


x — a . x — b 


> 0 . 


b a 

x + a — b . x -j- b — a 


16. 


a + b a — b 


> 2a. 


> 0 . 


18. 

19. 

20 . 
21 . 

22 . 

23. 


Razriješi ove sisteme ne jednadžbi: 

5 . x — 1 1 . 3 1 

4 x ~t"" 2 3 > 4 * H" g» 


/ n x — 8 . _ x 

(x !)- 1 


6 x -f- > 4x 4* 7, 

3x -|~ 2 l 2 x + 1 , 

- 2 2 .1 

5x 3 > 3 4“ g > 

8x — 5 > |x — 4, 


x — a , x — b 


> 0 , 


2 

8 x + 3 


< 2x + 25. 


4x 4- y > 2x 


2 (x - 4) > 


7. 

3x — 1 


o o^ 5 3 

2x 3 > 2 X 8 ’ 


x — 


> a - 1 , (a > 0 , b > 0 ) 


Razriješi ove nejednadzbe: 


24. 

27. 

30. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41 . 


x — 2 
x 4- 5 
3x 

x — 1 
4x + 3 


> 0 . 
< 2 . 


25. 


x — 5 


> 0 . 


oc ^ 5^3 

28> r=^3>T 


26. 

29. 


x 

x 


X - 

3x 


< 0 . 


>- 5 


\_2_ oj 2x 4~ 3 . • 1 o.) 

3x — 5 > 3 ‘ il ' 4 — 5 x ^ 3 * 2 


> - 2 - 
x ^ 3 


Razriješi računom i grafički ove sisteme nejednadžbi: 


3x — 4y < 7, 
x 4- 2y > 3. 

5x — 2y < 12, 

3x 4- 5y > 3. 

5x — 4y > 20, 

3x — 2y > 18. 

— 2 x 4 ~ 3y < — 12 , 
3x — ly < 42. 
x - 5 > 0, 

2x — 3y 4~ 0 0. 


34. 4x — 5y > 8, 
x + y > 15. 

36. x — 2y < — 4, 

3x 4- 5y > 6. 

38. 3x — 5y < 30, 

2x 4- 7y < 14. 

40. 3x 4- 2y — 5 < 0, 
x - 2y 4- 1 > 0. 
42. 3x — 4 < 0, 
x — 2y 4- 5 > 0. 
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§ 20, Problemi prvog stupnja. Mnogi se zadaci iz aritmetike, 
geometrije, fizike i svakidanjeg života dadu riješiti s pomoću jed¬ 
nadžbi. Taki se zadaci zovu problemi. Razrješavanje problema obu¬ 
hvaća tri glavna dijela: 

1 . Izražavanje problema jednadžbom ili sistemom jednadžbi. 

2. Razrješavanje postavljene jednadžbe ili sistema jednadžbi. 

3. Diskusija rješenja. 

Problem izraziti jednadžbom ili jednadžbu postaviti znači preni¬ 
jeti problem iz običnog govora u algebarski. Kod tog treba najprije 
razmisliti, koju je veličinu najzgodnije uzeti za nepoznanicu, a onda 
postaviti relaciju, koja veže zadane veličine i nepoznatu veličinu. 
Time se dobiva jednadžba, koju valja razriješiti. Problem je neki 
prvog stupnja, ako treba, da se razriješi, riješiti jednadžbu prvog 
stupnja, inače je drugog, trećeg i t. d. stupnja. Kad smo našli rješenje 
jednadžbe, treba ustanoviti, dali rješenje problemu udovoljava. 

Ako u postavljenoj jednadžbi dolaze opći brojevi, moramo rje¬ 
šenje diskutirati t. j. ispitati, kojim sve uvjetima trebaju opći brojevi 
udovoljavati, da rješenje bude moguće, pa napose istaknuti, kad je 
problem nemoguć i kad je neodređen. Neki problem može biti ne¬ 
moguć i na pr. zato, što je rješenje negativno, a trebalo bi biti pozi¬ 
tivno ili što je rješenje razlomak, a trebalo bi biti cio broj ili što 
rješenje nije sadržano unutar određenih granica. Ako je rješenje 
nekog problema negativno, pa problem, kako je postavljen, nema 
rješenja, treba gledati, ne bi li se problem mogao zamijeniti drugim, 
općenijim, u kom se nepoznata veličina može mijenjati u 2 protivna 
smisla i gdje prema tomu negativno rješenje ima određeno značenje. 
Ako smo neki problem na taj način generalizirali, kažemo, da smo 
negativno rješenje interpretirali. 

Slično se postupa, kad je problem izražen sistemom jednadžbi. 

Primjeri. 1 . Ocu je 50 godina, sinu 12 godina. Iza koliko će 
godina biti otac 3 puta stariji od sina? 

Otac će biti 3 puta stariji od sina iza x godina. Tada će mu biti 
50 4- x godina, a sinu će biti 12 -f- x godina. Prema uvjetima pro¬ 
blema treba da je 50 -f- x = 3 (12 + x), odakle se dobiva x = 7. 

Za 7 godina bit će ocu 57, sinu 19 godina; dakle će ocu biti 3 
Puta po toliko godina koliko sinu. 

2. Posuda se može napuniti jednom cijevi za 3 sata, drugom 
ls prazniti za 4 sata. Za koje će se vrijeme napuniti posuda, ako se 
otvore obje cijevi? 
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Ako se posuda napuni za 3 sata, to će se u jednom satu napuniti 

4- posude; isprazni li se posuda za 4 sata, u jednom satu ispraznit će se j 

3 . 

-L posude. Ako se otvore obje cijevi, pa se onda napuni posuda za xj 

sati, to će se u jednom satu napuniti -i- posude. Imamo zato jedna-1 

džbu 1 =4 - 4 , odakle se dobiva x = 12 . 

x 3 4 

3. A ima a godina, B ima b godina; kad će A biti 3 puta sta-i 
riji od B- a? 

Neka je x traženi broj godina. Iza x godina A će imati a + xJ 
B će imati b + x godina. Prema uvjetu problema mora da je - 
a -)- x = 3 (b + x), odakle izlazi 
a — 3 b 
X ~~ 2 ' 

! 

Diskusija. Prema pozitivnim vrijednostima, što ih mogu poprimiti j 
a i b, treba razlikovati 3 slučaja: 

a > 3b, a = 3b, a < 3b. 

a 3 ^ 

Ako je a > 3b, x je pozitivno. A će nakon —^— godina biti • 
3 puta stariji od B- a. A će tad imati 

a + 1 ^=^, B te imati i, + 2 ^* - a -=± godi-i 

na, te će doista A biti 3 puta stariji od B- a. 

Ako je a = 3b, x — 0, A je već sada tri puta stariji od B- a. I 
Ako je a < 3b, x je negativno. A ne će nikad biti 3 puta stariji od B- a, J 

ali je on prije — ~ - godina bio od njega tri puta stariji. O tom se j 

^ I 

možemo uvjeriti također tako da pitamo: A ima sad a godina, B 
ima sad b godina; prije koliko je godina A bio 3 puta stariji od B- a?l 
Jednadžba tog novog problema bit će 

a — x = 3 (b — x), a rješenje jest 
3b — a , . . 

x =- -r —, koje je pozitivno. 

„ 3 b — a .. . . . 3b — a 3(a — b) 1 

Prije — ^ — godina A je imao a -^— = 2 §°'| 

dina, B je imao b — ^~~ 2 —~ = ~ 2 ~~ £°dina- Dakle je doista A 
bio 3 puta stariji od C-a. Ali da godine od A i B budu pozitivne, mora biti 
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> 0 t. j. mora biti a > b. Dakle uz a < 3b mora biti a 


> b, 


ili b < a < 3b. Prema tomu a se mora nalaziti između b i 3b. 

Ako’bi bilo a < b, problem je nemoguć, jer, ako je A sad mlađi 
od B- a, on od njega nije nikad mogao biti 3 puta stariji. To se vidi 
i odatle, što godine od A i od B izlaze negativne. 

Ako bi bilo a — b, izlazi x — a = b. Što to znači ? 

4. Dva tijela, koja se gibaju jednoliko po pravcu istim smjerom 
brzinama c, i c 2 , prolaze u isti čas točkama T x i T 2 , kojih je uda¬ 
ljenost d. Kad će se oba tijela sastati ? ^ 

Oba će se tijela sastati iza x sekundi. Za to je vrijeme drugo tijelo 
prevalilo put c.,x, a prvo tijelo ^x. Sastanu li se oba tijela, morat će biti 
d -)- c.,x — c t x, odakle izlazi 



Diskusija. Ako je 

a) Cj > c 2 , x je pozitivno; oba će se tijela sastati iza -- sekundi. 

[3) c x = c. 2 . Koeficijent od x u postavljenoj jednadžbi jednak je 
nuli, jednadžba nema nikakvog konačnog rješenja, oba se tijela ne će 
nikada sastati. To je jasno i samo po sebi, jer, ako se oba tijela, ko¬ 
jih je razmak d, gibaju u istom smjeru jednakim brzinama, ona su 
trajno međusobno udaljena za d. 

X) c, < c 2 . Vrijednost od x je negativna. Počevši od sada oba 
se tijela ne će nikad sastati, ali su se ona sastala prije x sekundi. Pro¬ 
mijenimo li problem u toliko, da pitamo, prije koliko sekunda su se 
oba tijela bila sastala, doći ćemo do jednadžbe c.,x — d c x x, iz koje 

izlazi za x pozitivna vrijednost -— 


5. Koji broj treba dodati brojniku i nazivniku razlomaka da se 

njegova vrijednost podvostruči? 

Neka je traženi broj x. Iz uvjeta zadatka izlazi 

^—4“ = ^r, odakle se dobiva 
b + x b’ 



Diskusija. Ako je 

1) b > 2a, x je pozitivno, problem ima posve određeno rješenje. 

2) b = 2a, problem je nemoguć t. j. nijedna vrijednost od x ne zado¬ 
voljava problem. To se vidi i iz jednadžbe, jer, ako je b — 2a, jednadžba 
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poprima oblik 


a + x 


2a 
2 a 


= 1. Ima li neki razlomak biti jednak 1, 


2 a —|— x 

mora da je njegov brojnik jednak njegovom nazivniku. To u ovom 
slučaju ne može da bude ni za koju konačnu vrijednost od a:. 

3) b < 2a; vrijednost od a je negativna; no i ona dodana broj- 
niku i nazivniku zadanog razlomka zadovoljava problemu. 

6. Neka je glavnica uložena uz p %> druga za a Kuna veća 
glavnica uložena je uz p'°/ 0 . Kolika je manja glavnica, ako one nose 
godišnje jednake kamate? 

Ako je manja glavnica x Kuna, veća je x -j- a Kuna. Godišnje 
kamate manje glavnice jesu y^, veće — p Kuna. Prema uvjetu 


100 


problema treba da je ^ odakle izlazi x = —^—-,u 

10U 100 p — p 

Brojnik je uvijek pozitivan, nazivnik može biti pozitivan, jednak 
nuli ili negativan. Treba dakle da razlikujemo ove slučajeve: 

1) P — p > 0, vrijednost od x je onda pozitivna i odgovara 
problemu direktno, kako je on postavljen. 

2) p — p' < 0, vrijednost od x je negativna, problem nema 
rješenja. To se razumije i samo po sebi, jer, ako je veća glavnica 
uložena uz iste postotke, kamate nikad ne mogu biti jednake. 

3) p — p — 0. Vrijednost od x je beskonačno velika. Problem 
je nemoguć, što se i direktno razabira, jer dvije različne glavnice ulO' 
žene uz jednake postotke ne mogu dati iste kamate. Kad bi uz/? — p 
— 0 bilo i a — 0, a bi bilo neodređeno i problem također, što se 
razumije samo po sebi, jer dvije jednake glavnice uložene uz jednake 
postotke daju uvijek jednake kamate. 

7. Netko imade vina bolje vrste 1 l po a Kuna i slabije vrste 
1 / po b Kuna. Koliko treba uzeti litara od svake vrste, da načini 
smjesu od s litara po c Kuna? 

Označimo li s x broj litara prve vrste; broj litara druge vrste je 
onda s — x. Cijena od x litara prve vrste po a Kuna je ax Kuna, cijena 
od s — x litara druge vrste po b Kuna je b (s — x) Kuna. Ako 1 / 
smjese imade stajati c Kuna, s litara stoji cs Kuna. Imamo zato jednadžbu 
ax -f b (s — x) — cs i 
r _ s (c — b) 
a — b ’ 

Da ta vrijednost uzmogne udovoljavati problemu, ona se mora 
nalaziti između 0 i s t. j. mora biti 

s (c - b) 


0 < 


a — b = 


< s. 
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Budući da je a > b, to a — 6 > 0; nejednadžba se smije 
pomnožiti s a — b, pa imamo 

0 £s(c — b)£s {a — b). 

Iz prve nejednadžbe izlazi c ^ b, iz druge c <[ a. Obje se nejed-, 
nadžbe mogu pisati b c <ia t. j. cijena smjese mora se nalaziti iz¬ 
među cijene bolje i loše vrste. 

Ako bi bilo a — b = 0, zadana bi jednadžba bila 
0 • x = s (c — b ); 

ako je c^S: b, jednadžba je nemoguća kao i problem; ako je c — b, 
jednadžba je neodređena kao i problem. 

8. Dva se broja odnose kao 5:6 (m : n). Doda li se svakomu 
od njih 30 (a), novi se brojevi odnose kao 15 : 16 (p : q). Koji su 
to brojevi? 

Označe li se nepoznati brojevi s x i y, to je 

x 5 x ~30 15 , ,. . . 

— = -ir> —roA=«i' Odatle izlazi 
y 6 y -f- 30 16 

6x — 5 y = 0, 16x — 15 y = — 30. Razriješimo li te jednadžbe, 
nalazimo x = 15, y — 18. 

U općem slučaju imamo 

x_ m x 4- a _ p_ 

7~~ n’ y + a~ ~q 

ili nx — my — 0, qx — py = a (p — q). Odatle se dobiva 
_ (p — q) _ an (p — q) 
qm — pn’ y qm — pri' 

Diskusija. Za x i y izlaze određene vrijednosti,, dok je qm — pn ^ 
0. Ako je qm — pn = 0, p — q ^ 0, problem je nemoguć; ako 
je qm — pn = 0 i p — q = 0, problem je neodređen. Zašto? 

9. Zbroj znamenaka troznamenkasta broja je m. Znamenka de¬ 
setica tri puta je veća od znamenke stotica. Napišu li se znamenke 
obrnutim redom, novi je broj za n veći od pređašnjega. Koji je to broj? 

Troznamenkasti broj, komu je x znamenka stotica, y znamenka 
desetica, z znamenka jedinica, jest 

100x -f 10 y + 2 . 

Napišu li se znamenke obrnutim redom, dobivamo broj 
1002 + lOj? + x. 

Prema uvjetu problema imamo: 

x + y + 2 = m, 
y = 3x, 

992 — 99x = n. 
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Uvrstimo li vrijednost od y iz druge u prvu jednadžbu, nalazimo' 


4x -|- 2 = m 

— 99 

99 

— 99x 99-z = n 


4 


— 5 • 99.x = — 99m -f- ti, 

5 • 99z = 99 m + 4n, 

_ 99 m —n _ 99m — n _ 99 m 4- 4 n 

X ~ z 495~7’ y ~ 165 ’ 2 _ 495 ‘ 

Problem je moguć samo onda, kad za x, y, z izađu cijeli pozi¬ 
tivni brojevi i ne veći od 9. Tako na pr. za m = 13, n = 297 imamo 
x = 2, y = 6, 2 = 5, a traženi je broj 265. Izađe li za određene 
s vrijednosti od m i n samo jedan od brojeva x, y, z bilo negativan, 
bilo razlomljen, bilo veći od 9, problem je nemoguć. 

Zadatci. 

1. Rastavi broj a (240) na dva dijela, koja se odnose kao m : n 
(3 : 5). 

2. Broj a (200) neka se razdijeli u 3 dijela tako, da prvi pre¬ 
mašuje drugi za b (32), a drugi premašuje treći za c (24). Diskusija! 

3. Rastavi broj a (420) na dva dijela tako, da je zbroj kvocijenata, ; 
što ih dobijemo, ako jedan od tih dijelova podijelimo s m (18), a 
drugi s n (7), jednak b (49). 

4. Koji broj treba dodati brojniku i nazivniku razlomka (-y). 

da se dobije Diskusija! 

a \ z. 

Ci Q 

5. Razlomak ~r neka se pretvori u razlomak —r tako, da se a) - 

njegovu brojniku i nazivniku isti broj doda, b) od brojnika i nazivnika 
isti broj oduzme, c) da se od brojnika neki broj oduzme, a naziv- - 
niku isti broj doda. 

6. Razlika kvadrata dvaju brojeva, koja se razlikuju za a (18), | 
je b (1800). Koji su to brojevi? 

7. Zbroj znamenaka dvoznamenkasta broja je a (15); zamijene 
li se među sobom obje znamenke, novi je broj za b (27) veći od 
pređašnjega. Koji je to broj? 

8. Troznamenkasti broj ima na kraju 4. Uzme li se ta znamenka 
odavle i stavi li se pred obje druge, novi broj od 400 za toliko veći, 1 
za koliko je prvi od 400 manji. Koji je to broj? 

9. Zbroj znamenaka dvoznamenkasta broja je 12. Dodamo li ‘. 
tom broju 54, dobijemo broj s istim znamenkama u obrnutom redu. j 
Koji je prvi broj? 
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10. Šesteroznamenkasti broj imade na najvišem mjestu 1. Pre¬ 
nese li se ta znamenka na mjesto jedinica, dobije se tri puta veći broj. 
Koji je prvi broj? 

11. Netko potroši a (3.)-ti svoje plaće na kućanstvo, b (8.)-ti dio 
za stan, c (6.)-ti dio za druge različite izdatke, pa mu još preostane 
ct (2250) Kuna. Koliki je njegoy dohodak? 

12. Društvo od a (25) osoba odraslih i djece potroši na izletu 
b (480) Kuna. Trošak za svakog odraslog je m (24) Kune, za svako 
dijete n (16) Kuna. Koliko je bilo odraslih, a koliko djece? Diskusija! 

13. Netko uđe u muzej, te plati ulaznicu a(20) Kuna i za svaki 
sat boravka 6(8) Kuna. Ukupno je platio c(40) Kuna. Koliko je sati 
bio u muzeju? Diskusija! 

14. Igrač izgubi u prvoj igri a(4.)-ti dio, u drugoj igri 6(12.)-ti 
dio svog novca, dobije u trećoj c(2.)-ti dio, pa je imao đ(100) Kuna 
više negoli na početku. Koliko je imao na početku? Diskusija! 

15. Igrač izgubi u 1. igri -i- svoje gotovine, dobije u drugoj igri 
40 Kn, a u trećoj još polovicu svote, koju je imao na koncu druge 
igre. U daljnjoj igri izgubi najprije 30 Kn, zatim ostatka, onda -g- 

novog ostatka i napokon još polovicu svote, koja mu je preostala. 
Na koncu je imao samo 80 Kuna. Koliko je imao na početku? 

16. Muž i žena imadu zajedno 120 godina: prije 4 godine bio- 

4 

je muž -g- puta stariji od žene. Koliko je godina svakomu? 

17. A je za n( 5) godina stariji od B- a; prije m( 7) godina bio' 
je ,4 od B- ap(2) puta stariji. Koliko ima godina svakomu? Diskusija! 

18. Ocu je a(52) godine, sinu b{ 12) godina. Za koliko će go¬ 
dina dob očeva biti c(2)-kratnik dobi sina? Diskusija! 

19. ,4 svrši posao za o(10) dana, B za 6(15) dana. Za koliko 
će dana biti posao svršen, ako A i B rade zajedno? 

20. Ribnjak se može napuniti cijevi A za 20 sati; otvori li se 
istodobno i cijev B, ribnjak se napuni za 8 sati. Za koje će se 
vrijeme napuniti ribnjak samom cijevi B ? 

21. Posuda se može napuniti kroz 2 cijevi: prvom za a( 7), dru¬ 
gom za 6(9) sati; cijevi na dnu posude može se ona isprazniti za 
410) sati. Za koje će se vrijeme napuniti posuda, ako se istodobno 
otvore sve tri cijevi? Diskusija! 

22. Posuda sadrži a(100) /, pa se može napuniti kroz 3 ci¬ 
jevi. Prvom proteče u m{2) sata 6(12) /, drugom u n{ 4) sata c(18) /, 
a trećom u p{ 3) sata isto toliko koliko drugom u q( 5) sati. Za koje 
će se vrijeme napuniti posuda, ako se otvore sve tri cijevi? 
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23. A sam bi svršio neki posao za 10 dana, B sam za 18 dana,! 

A, B i C zajedno za 6 dana. Koliko bi vremena trebao C sam za 
taj posao? ' 1 

24. A bi svršio posao za 8 dana. Pošto je radio 3 dana, po-1 
mogne mu B, koji bi sam svršio posao za 12 dana. Kad će se sad 
svršiti posao ? 

25. A bi svršio neki posao za a (9) sati; pomogne li mu B 
kroz b (1) sat, posao se svrši za c (6) sati. Za koje bi vrijeme B 
sam svršio posao? Diskusija! 

26. Od točaka A i B, koje su udaljene za d (1000) m, počnu 
se gibati dva tijela jedno prema drugomu konstantnim brzinama cj 
(15) m i c., (25) m u sekundi. Kad će se ta dva tijela sastati, ako a) oba 
krenu istodobno, P) drugo se počne gibati t (16) sekundi kasnije? 

27. Dva se tijela T l i T., gibaju iz iste točke u istom smjeru* 
konstantnim brzinama c x (12) m i c. 2 (7) m u sekundi. Tijelo T. 2 po-I 
čelo se gibati t (5) sekundi kasnije. Iza'koliko će vremena udaljenost ; 
obaju tijela biti d (100) ml Diskusija! 

28. Iz dvaju mjesta A i B idu dva samovoza jedan drugome I, 
nasusret. Prvi bi cijeli put prevalio za t (9), drugi za t' (11,25) sati. $ 
Kad će se oba samovoza sastati ? 

29. Dva se tijela T l i T 2 gibaju po opsegu kruga, koji iznosi 
o (600) m, konstantnim brzinama c x (25) m i c 2 (15) m u sekundi.! 
Koliko vremena prođe od jednog sastanka do drugog, ako se oba^ 
tijela gibaju u a) istom p, protivnom smjeru? 

30. Po opsegu kruga gibaju dva tijela T l \T. 2 \x protivnim smje-« 
rovima. Tijelo T x prijeđe čitav opseg kruga za ž, (12) sekundi, tijelo 
T, za 4 (15) sekundi. Početna udaljenost obaju tijela je d (50) m. •> 
Oba se tijela sastanu prvi put nakon t (5) sekundi. Neka se odredi 
a) opseg kruga, p) koliko vremena prođe od jednog sastanka do 
drugog? 

31. Dva se tijela T x i T 2 gibaju počevši od neodređena vremena 
duž pravca u istom smjeru konstantnim brzinama v x (15) m i v 2 { 
(40) m u minuti. Tijelo 7\ prolazi točkom A x s (0,6) sati ranije negoli5 
tijelo T 2 točkom A r Udaljenost A X A 2 = d (750) m; neka se odredi. 
gdje će se ta dva tijela sastati. Diskusija! 

32. Dva vlaka jure istom prugom u istom smislu; prvi prolazi 
postajom A u 11 sati prije podne brzinom a (60) km na sat i ide 
prema postaji B udaljenoj za d (240) km od prve postaje; drugi* 
prolazi postajom B u istom smjeru u 2 sata poslije podne brzinom 
b (40) km na sat. Neka se odredi, kad će se oba vlaka sastati i u 
kojoj udaljenosti od A i B. 


33. Glasnik A, koji prevaljuje a km za s sati, otišao je c sati 
prije drugog glasnika, koji prevaljuje a' km za s' sati. Koliko vremena 
treba drugi glasnik, da dostigne prvoga? Diskusija! 

34. Obje se kazaljke na satu pokrivaju u podne; kad će se one 
pokrivati u daljnjih 12 sati? Kad će one među 4 i 5 sati zatvarati kut 
«) 90°, P) 150°, v) a? 

35. U 6 sati zatvaraju obje kazaljke na satu spružen kut. Kad 
će one prvi put opet zatvarati spružen kut? 

36. A je platio za a (75) kg neke robe s (4500 Kn ); pošto mora 
prodati 1 kg, želi li zaslužiti 20% ? 

37. Trgovac proda robe za 280240 Kn, pa zaradi pri tom 13%. 
Koliko je Kn zaradio ? 

38. Netko proda robu za 56320 Kn i gubi pri tom 12%; što je 
njega stajala roba? 

39. Trgovac proda 50 kg neke robe uz 6% dobitka. Da je dobio 
90 Kn više, bio bi dobitak 15%- Sto je stajao 1 kg robe? 

40. Proda li se neka roba za 4203 Kn, gubi se 16%l za koliko 
se ona mora prodati, da se dobije 10% ? 

41. Roba važe netto 5600 kg, a tara te robe računa se sa 7%, 
Koliko kg iznosi tara (tara se računa od brutto težine)? 

42. Glavnica uložena uz p (9)% narasla je za m -ti dio (f) svoje 
vrijednosti. Koliko je vremena ona bila uložena? 

43. Netko uloži neku svotu uz p (8)%• Za 10 mjeseci ta svota 
zajedno s kamatama naraste na s (4000) Kn. Kolika je bila uložena svota? 

2 1 

44. glavnice uloži netko uz p (8%), ostalih y uz q (10)%* 

Za godinu dana dobije zajedno s kamatama a (24000) Kn. Kolika je 
bila uložena glavnica? 

45. Za dug od 10800 Kn plati netko iza 9 mjeseci 1620 ATz kamata. 
Koliko je računato %? 

46. Netko imade iza m (8) mjeseci platiti svotu a (52000) Kn. 
Koliku bi svotu mogao sad odmah platiti, ako se kamate računaju s 

P (6%)? 

47. Koja glavnica naraste sa svojim kamatama uz 4% za 8 
mjeseci na 4928 Knl 

48. Za koje vrijeme donese glavnica (4000) Kn isto toliko ka¬ 
mata kao glavnica g' (3500) Kn za n (4) godine uz jednake postotke? 

49. Uz koliko će postotaka donijeti neka glavnica za v (3?) go¬ 
dina isto toliko kamata kao uz p (4)% za v’ (2,5) godina? 

50. Glavnica od a (52200) Kn uložena uz p (5)% narasla je na 
^ (78300) Kn. Koliko je vremena bila uložena? 
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51. Trgovac pomiješa 15 kg kave po 28 Kn s 5 kg po 36 Kn; 
za koliko mora prodavati 1 kg, želi li, da kod kg dobije 4 Kn? 

52. Koja je čistina*) a) 14, b) 16, c) 20 karatnog zlata, a koja 
a) 10, b) 12, c) 15-lotnog srebra? 

53. Izrazi u karatima čistine a) 0,920, 0,840, 0,750, 0,580; b) u 
lotima čistine 0,950, 0,900, 0,800, 0,750. 

54. Koliko treba dodati bakra za a (1,5) kg srebra čistine t (0,930) 
tako, da čistina smjese bude q (0,750)? 

55. Iz dviju kovina specif. težine s : (19,3) i s 8 (10,5) treba na¬ 
činiti p (100) kg smjese specit. težine s (18,09). Koliko treba uzeti od 
svake kovine? 

56. Prema Vitruviju vagala je kruna kralja Hierona 10 kg, a 
izgubila je u vodi na težini 0,625 kg; koliko je sadržavala zlata, a, 
koliko srebra (specif. tež. zlata 19,5 srebra 10,5)? 

57. Koliko treba uzeti zlata čistine 0,950 i zlata čistine 0.800,. 
da se dobije 18 kg zlata čistine 0,900? 

58. Koliko srebra čistine t l i srebra čistine t, treba staliti, da se 
dobije s kg srebra čistine t? 

59. U pravokutnom trokutu zadane su katete a, b. Neka se na 
hipotenuzi odredi točka M tako, da pravokutnik, koji se dobije, ako 
se M projicira na katete, imade zadani opseg 2 s. Diskusija! 

60. U trokut ABC neka se upiše kvadrat, komu jedna stranica 
pada u bazu b. 

61. U trokut ABC neka se upiše romb, komu se jedan kut po¬ 
dudara s kutom A zadanog trokuta. 

62. p) U zadanom trokutu ABC neka se paralelelno s bazom AB = c 
povuče dužina tako, da nastali trapez ima zadani opseg 2 s. Diskusija! 

b) U istokračnom je trokutu ABC baza BC = a, krak AB = 
— AC = b. Neka se između A i BC povuče paralela DE s BC tako, 
da je nastali trapez BCED tangencijalan. Diskusija! 

63. Neka' se povuče zajednička izvanja tangenta dviju kružnica 
polumjera R i r i daljine njihovih središta d. 

Problemi s 2 i više nepoznanica. 

64. Zbroj dvaju brojeva je s (100); njihov je kvocijent q (J-J 
Koji su to brojevi? 

*) Pod čistinom slitine razumijeva se množina drage kovine u 1 kg slitine; 
čistina se redovno izražava kao dec. razlomak i to u tisućinama. Kad na pr- 
kažemo, da je neka slitina bakra i zlata čistine 0,900, to znači, da u 1 kg te sli' 
tine ima 900 g zlata, a 100 g bakra. Prije se čistina zlata izražavala u karatima; 
a srebro u lotima. Neko je zlato 14-karatno, kad u 24 dijela tog zlata ima 1* 
dijelova čistoga zlata; neko je srebro 14-lotno, ako u 16 dijelova tog srebra iflia 
14 dijelova čistog srebra. 
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65. Razlika dvaju brojeva je d (40); njihov je kvocijent q (3). 
j<oji su to brojevi? Diskusija! 

'66. Dodamo li brojniku nekog razlomka a (5), vrijednost novog 


razlomka jest ^ 


razlomka jest ~ 


(t); 


; dodamo li pak nazivniku a, vrijednost novog 


1 \ * 

yj. Koji je to razlomak? Diskusija! 


67. Neki je broj za a (24) veći negoli n (3)-kratnik drugoga, 
ali za b (16) manji negoli njegov m (8)-kratnik. Koji su to brojevi? 

68. Dva se broja odnose kao m : n (3:5). Dodamo li prvome 
a (40) i oduzmemo li od drugog također a, novi se brojevi odnose 
kao n:m. Koji su to brojevi? Diskusija! 

69. U dvije sobe nalazi se određeni broj osoba; ide li iz druge 
sobe a (16) osoba u prvu sobu, lo je u prvoj sobi n (3) puta više 
'osoba negoli u drugoj; ide li pak iz prve sobe u drugu b (48) osoba, 
to je u drugoj sobi također n puta toliko osoba, koliko u prvoj sobi. 
Koliko je osoba bilo isprva u svakoj sobi ? 

70. Kroz dvije cijevi isteče a (20 hl vode, ako je prva otvorena 
b (5) sati, druga- c (4) sata. Ako je pak prva otvorena c sati, a druga 
b sati, ističe za d (6) hl manje. Koliko hl isteče svakom cijevi u 1 
satu? Za koje će vrijeme napuniti one rezervoar od m (144) hl vode? 

71. A i B imadu zajedno određenu svoju novaca. Dade li B A-u 
m (24) Kn, on imade jednako kao B; dade li A B-u n (8) Kn, B ima 
r (3) puta toliko koliko A. Koliko imade svaki? Diskusija! 

72. Zbroj znamenaka dvoznamenkasta broja jednak je osmini 
broja. Zamijenimo li obje znamenke, novi je broj za 45 manji od 
pređašnjeg. Koji je to broj? 

73. Zbroj znamenaka dvoznamenkasta broja je 12. Dodamo li 
tome broju 18, dobijemo drugi broj, koji se sastoji iz istih zname¬ 
naka samo u obrnutom redu. Koji je to broj? 

74. Dva radnika svršili bi neki posao za m (6) dana. Radi li 
A sam a (2) dana, a zatim B sam b (4) dana, svršili su upravo po¬ 
lovicu posla. Za koliko bi dana svaki radnik sam svršio posao? 

75. Posuda se moža napuniti s 2 cijevi. Ako je prva otvorena 


o (4) sata, druga b (3) sata, napuni se p -ti dio 


posude; ako je 


pak prva otvorena c (2) sata, druga d (1) sat, napuni se <?-ti dio 



Posude. Za koliko sati napuni posudu svaka cijev napose? 

76. Biciklista vozi cestom AB, koja se sastoji od horizontalnih 
dijelova, od dijelova, gdje se cesta uzdiže i od dijelova, gdje se ona 
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spušta. Na horizontalnim je dijelovima njezina brzina 12 km na sat, I 
kod uspinjanja 8 km na sat, a kod spuštanja 15 km na sat. Od A 
do B treba biciklista 5 sati, od B do A 4 sata 39 minuta. Ako I 
horizontalni dijelovi ceste iznose ukupno 28 km, koliki su zajedno : 
oni dijelovi (u smjeru od A prema B), gdje se cesta uzdiže, a koliki 
oni, gdje se ona spušta? 

77. Dva pješaka A i B idu iz dvaju mjesta, kojih je udaljenost 
d (40) km, jedan drugome ususret. Ide li A r (3) sata ranije negoli 
B, sastat će se nakon a (2) sata iza odlaska B- a; ide li B r sati ranije, 

/25\ 

sastat će se nakon b 1 — 1 sati iza odlaska od A. Koliko prevali A i B 
u svakom satu? 

78. Udaljenost dvaju tijela je s (810) m. Gibaju li se jedno dru- ' 
gom nasusret, sastaju se iza a (30) sekundi; gibaju li se jedno iza 
drugoga, sastat će se iza b (270) sekundi. Kolika je njihova brzina? 

79. Mjesta A i B udaljena su za d km. Iz A pođe automobil 
prema B brzinom od v km na sat; iz B pođe istodobno u istom smjeru 
drugi automobil brzinom od v' km na sat. U kojoj će se udaljenosti 
od A i B ta dva automobila sastati i iza koliko sati? Diskusija! 

80. Trgovac kupi 48 kg robe jedne vrste i 75 kg robe druge 
vrste za 7920 Kn. Kod prodaje dobije on kod robe prve vrste 15%', 
kod robe druge vrste 20%, ukupno 1404 Kn. Koliko je stajao kg ■ 
svake vrste? 

81. Dvije glavnice nose zajedno uz p (4)% za n (3) godine k 
(1560) Kn kamata. Kad bi prva glavnica bila uložena uz d(l)% više, | 
druga uz isto toliko % manje, donijele bi a (30) Kn kamata više. 
Kolike su te glavnice? 

82. Netko uloži jednu glavnicu uz 5%, drugu uz 4%, pa od toga 
ima na godinu 9200 Kn kamata. Da je prvu glavnicu uložio uz 4%, 1 
drugu uz 5%, iznosile bi godišnje kamate 400 Kn manje. Kolike su 
te glavnice? 

83. Neka je glavnica donijela za n (3) godine uz p (4)% odre¬ 
đene kamate. Kad bi bila uložena uz p' (5)% kroz m (2) godine više, 
donijela bi za d (1260) Kn kamata više. Kolika je glavnica, kolike su 
kamate ? 

84. Pomiješa li netko a (7) kg robe prve vrste s b (3) kg robe . 
druge vrste, 1 kg smjese stoji m (38) Kn-, pomiješa li pak c (2) kg prve '■ 
vrste s d (3) kg druge vrste, 1 kg smjese stoji n (42) Kn. Koliko stoji 

1 kg svake vrste? 

85. Miješa li se a (8) kg tople vode s b (2) kg hladnije vode, 
temperatura je smjese ž, (66) stupnjeva; miješa li se pak c (7) kg tople | 


vode s d (3) kg hladnije vode, temperatura je smjese t , (59) stupnjeva. 
Kolika je temperatura tople, a kolika hladnije vode? 

86. Netko imade 2 vrste zlata. Stali li a (10) kg prve vrste s b 
(21,5) kg druge vrste, čistina je slitine m (0,800); stali Ii pak c (15) 
kg P rve vrs te s d (16,5) kg druge vrste, čistina je slitine n (0,750). 
Kolika je čistina svake vrste? 

87. U pravokutnik stranica a, b upiši pravokutnik, komu se stra¬ 
nice odnose kao m : n. 

88. U trokut baze b i visine v neka se upiše pravokutnik a) opse¬ 
ga 2s, b) razlike stranica d. Kolike su stranice pravokutnika? Diskusija! 

89. Opseg pravokutnika je a (100) cm. Dvije susjedne stranice 
odnose se kao p : q (9 : 16). Kolike su stranice? 

90. Uveća li se osnovka pravokutnika za a (5) cm, visina za b 
(2) cm, naraste površina za c (100) cm' 2 ; ako ce pak osnovka umanji 
za b, visina za a cm, umanji se površina za d (80) cm 2 . Kolike su 
stranice pravokutnika? 

91. Površina je trapeza a (147) m 2 , visina v (14) m, razlika 
paralelnih stranica d (3) m. Kolike su paralelne stranice? 

92. Rastavi 720 u 3 dijela, koja se odnose kao a) 2 : 3 : 4, b) 
4 : 5 : 6, c) > : * : f 

93. Razdijeli 20000 Kn među 3 osobe tako, da A dobije 2 puta 
toliko koliko B, a B 3 puta toliko koliko C. 

94. Za neko poduzeće dade B 2 puta toliko koliko A, C \\ 
puta toliko koliko B. Kako će podijeliti dobitak od 7200 Kn? 

95. Svota od 4000 Kn ima se razdijeliti među 3 osobe A, B, C 
u omjeru || : \; kako će se ta svota razdijeliti među B i C, ako 
se A odrekne svoga dijela? 

96. 5700 Kn ima se razdijeliti među 3 osobe A, B i C tako, da 
se dijelovi od A i B odnose kao 6 : 11, a C da dobije 600 Kn više 
negoli A i B zajedno. Koliko dobiva svaki? 

97. Broj a (36) neka se rastavi u 3 dijela tako, da prvi dio po¬ 
dijeljen s drugim daje kvocijent q l (2), ostatak r x (3), a drugi podi¬ 
jeljen s trećim daje za kvocijent (3) i ostatak r 2 (1). 

98. A, B, C igrali su tri igre uz dogovor, da onaj, koji izgubi 
igru, dade ostaloj dvojici svotu, koju oni već posjeduju. U prvoj igri 
izgubi A, u drugoj B, u trećoj C, pa su na koncu igre imali redom 
240, 320, 400 Kn. Koliko je imao svaki na početku igre? 

99. Zbroj znamenaka troznamenkasta broja je 18; srednja ie 
znamenka aritmetička sredina drugih dviju znamenaka; zamijenimo Ii 
prvu i treću znamenku među sobom, dobije' se broj veći za 198. 
Koji je to broj? 

Stjepan škreblin, Aritmetika i algebra za V. r. sr. škola 
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100. Zbroj znamenaka troznamenkasta broja je 15. Zamijene li 
se među sobom prva i treća znamenka, novi je broj za 198 manji 
od prvoga; znamenka stotica đevetina je broja, što ga čine znamenka 
desetica i znamenka jedinica. Koji je to broj? 


101. A i B iskopali bi neku jamu za a 



dana, A i ‘C za b 


dana, B i C za 


dana; koliko bi vremena trebao za to 


svaki od njih? 

10!i. n x (75) volova popaslo je za t l (12) dana travu livade od 
a, (60) ara; n., (81) volova popaslo je za t 2 (15) dana travu livade 
od a. 2 (72) ara; koliko će volova popasti za t. t (18) dana travu livade 
od a 3 (96) ara? Pretpostavlja se, da je trava na livadama, kad se 
volovi počnu pasti, jednake visine, zatim, da ona jednoliko raste i da 
je količina trave, što je svaki v6 popase svaki dan, jednako velika. 
(Newton—Arithmetica universalis). 

Naputak. Traženi broj neka je x : označimo li još visinu trave 
s h, dnevni porast trave s v, količinu trave, što je pojede svaki vo u 
svaki dan, s m, izlazi a, (h -j- vt x ) — n, mt v a 2 (h + vt) — n., mt 2 , 
a 3 (Ii -j- vt.. j) = xmL. Podijelimo li te jednadžbe s h, pa eliminiramo li 

— i — dobiva se*x; za posebne vrijednosti izlazi x — 100. 


103. Posuda može se napuniti kroz 3 cijevi. Cijevi A i B 
mogu je napuniti za a (24) minute, cijevi A i C za b (30) minuta, 
a cijevi B i C za c (40) minuta. Za koliko minuta napuni posudu 
svaka od tih cijevi? Za koje će vrijeme biti posuda napunjena, ako 
se istodobno otvore sve 3 cijevi? Koliko_/ proteče u 1 minuti kroz 
svaku cijev, ako je obujam posude d (144) m 3 ? 

104. Četiri igrača A, B, C, D igraju 4 igre. Kod prve igre do¬ 
biju A, B , C toliko, koliko je svaki od njih imao prije igre. Kod druge 
igre dobije A, B i D toliko, koliko je svaki od njih imao poslije prve 
igre. Kod treće igre dobiju A, C, D toliko, koliko je svaki od njih imao 
poslije druge igre. Napokon kod četvrte dobiju B, C, D toliko, koliko 
je svaki imao poslije treće igre. Na koncu imade svaki 320 Kn. Koliko 
je imao svaki na početku igre i koliko je dobio odnosno izgubio? 

§ 21. Grafičko razrješavanje problema 1. stupnja. Mnogi 
problemi 1. stupnja napose oni o gibanju mogu se grafički razriješiti- 
Narav samog problema kao i rješenje njegovo na taj način mnogo 
jače udara u oči, nego li kad se problem izrazi samo jednadžbom i 
ta jednadžba riješi. 
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Primjeri. 1. Posuda se može napuniti jednom cijevi za 2 sata, 
drugom za 4 sata. Za koje će se vrijeme napuniti posuda, ako se 
istodobno otvore obje cijevi? 

Na osi apscisa predočivat ćemo vrijeme odredivši da dužini od 
1 cm odgovara vrijeme od 40 minuta: na osi ordinata predočivat ćemo 



Si. 4. 


množinu vode u posudi odredivši, da punoj posudi odgovara neka 
povoljna dužina / na pr. / = 6 cm. Pravac I, koji spaja ishodište s 
točkom Af, (3, 6) pokazuje, kako množina vode u posudi raste s 
vremenom, ako se posuda puni samo prvom cijevi; slično pokazuje 
pravac 11, koji spaja ishodište s točkom M> (6, 6), kako množina vode 
u posudi raste, ako se posuda puni samo drugom cijevi. Ako su sad 
J ; i i y 2 kakovegod 2 ordinate tih pravaca, koje pripadaju istoj apscisi 
■v. to pravac III, koji spaja ishodište s točkom M (jc, jp, + j/ 2 ) pokazuje, 
kako množina vode u posudi raste, ako se ona puni na obje cijevi. Na 
tom trećem pravcu postoji neka točka N s ordinatom y = 6; apscisa 
te točke x = 2 određuje traženo vrijeme l ft 20 m . 

Ako se jedna cijev otvori kasnije od druge, to odgovara kasnije 
•otvorenoj cijevi pravac, koji ide točkom na osi apscisa, koja. odgovara 
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razlici vremena, u kojem su otvorene obje cijevi; ako se pak posuda 
jednom cijevi puni, a drugom ispražnjuje, to mjesto zbroja ordinata 
treba uzeti razliku ordinata i odrediti apscisu one točke dobivenog 
pravca, za koju je ordinata y = /. 

Sasvim se slično razrješavaju grafički problemi, gdje je zadano 
više cijevi ili problemi, gdje više radnika različne vrsnoće vrše isti 
posao. 

2. primjer. Iz mjesta A pođe prema mjestu B udaljenu od A 
45 km pješak, koji svaki sat prevaljuje 5 km; njemu pođu nasusret 
iz mjesta B 1 sat kasnije kola, koja svaki sat prevaljuju 15 km. Kad 
će se i u kojoj udaljenosti od A oni sastati? 



Na osi apscisa nanesimo vrijeme i uzmimo, da 1 satu odgovara 
1 cm. Na osi ordinata nanesimo prevaljeni put i uzmimo za 10 km 
1 cm. Budući da pješak ide jednoliko, to je udaljenost njegova od A 
predočena pravcem, koji spaja ishodište s točkom M 1 (2, 1). Kola su 
1 sat kasnije negoli je’pješak otišao, udaljena od A još 45 km; 2 sata 
kasnije negoli je pješak otišao, ona su udaljena od 4 samo još 45 — 
— 15 — 30 km. Zato je udaljenost kola od A predočena pravcem, 
koji spaja točke M 2 (1, 4,5) i M a (2, 3). Oba se pravca sijeku u 
točki S, kojoj je apscisa x = 3 i ordinata y — 1,5, što znači, da 
su se kola i pješak sastali tri sata kasnije negoli je pješak otišao i u 
udaljenosti od A 15 km. Na slici se razabira također, kad su kola 
stigla u A, a kad pješak u B. 
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3. primjer. Dva pješaka pođu ulicom AB dugom 7 km u 6 h 5 ra 
iz A i B jedan prema drugomu. Istom ulicom u smjeru AB prolaze 
cestovne željeznice, prva pođe iz A u 6 A 30 m , a ostale se redaju sva¬ 
kih 10 minuta. Ako je srednja brzina cestovne željeznice 14 km, pje¬ 
šaka 3,5 krn na sat, neka se s pomoću slike odredi: 

1. Koliko će cestovnih željeznica stići prije u B negoli stigne 
pješak iz A u #? 

*2. Koiiko cestovnih željeznica sastane pješak iz B prije negoli 
stigne u A? 



Iz slike 6., u kojoj CD predočuje put pješaka iz A, EF put 
pješaka iz B, a GH i paralele s GH putove cestovnih željeznica, 
može se neposredno odgovoriti na sva ta pitanja. Prije negoli stigne 
pješak iz A u B, stići će u B 7 cestovnih željeznica; pješak iz B 
sastat će 10 cestovnih željeznica. Iz slike može se također čitati, kad 
se sve i u kojoj udaljenosti sastaju pješaci s pojedinim cestovnim 
željeznicama. 

Razriješi grafički na procrtanom papiru ove probleme: 
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1. Radnik A svrši neki posao za 12 sati, radnik B za 8 sati 
Za koje će vrijeme oba radnika svršiti taj posao, ako a) oni počnu 
raditi istodobno, b ) ako drugi počne raditi 3 sata kasnije od prvoga? 

2. Posuda se može napuniti kroz 3 cijevi: prvom za 15, drugom 
za 12, trećom za 10 sati. Za koje će se vrijeme napuniti posuda 
ako se a) otvore sve cijevi, b ) samo po 2 cijevi? 

1 

3. Iz dva mjesta, koja su udaljena 50 ^ km, idu'2 pješaka jedan 
prema drugomu. Prvi prevaljuje za 3 sata 15 km, drugi za 4 sata 
22 km. Kad će se i gdje će se oni sastati, ako je drugi pošao 1 ~ 
sata kasnije od prvoga? 

4. Osobni vlak, koji prevaljuje 40 km na sat, krene iz postaje 
A u 9^ u jutro. Brzi vlak, koji prevaljuje na sat 60 km, prođe dolazeći 
protivnim smjerom postajom /I u 10 ft 20™ prije podne. Kad i gdje 
su se oba vlaka sastala? 

5. Vlak iz Zagreba krene prema Beogradu u 12* brzinom od 
40 km na sat. U \3 h 30 m krene u istom smjeru brzi vlak, koji pre¬ 
valjuje 60 km na sat. Kad će i u kojoj udaljenosti od Zagreba stići 
brzi vlak osobni? 

(>. Dva vlaka krenu iz postaja A i B udaljenih za 180 km brzi¬ 
nom od 20 i 12 m u sekundi u istom smjeru. Kad će brzi vlak stići 
sporiji, ako a) oba krenu istodobno iz A i B, b) sporiji vlak krene 
18 minuta ranije od bržeg? 

7. Iz luke A kreće parobrod u 6 A ujutro i 6 A naveče u luku B, 
kamo stiže za 6 dana. Obrnuto ide iz B svaki dan u 6* ujutro i 
naveče parobrod u luku A, kamo opet stiže za 6 dana. Koliko će 
parobroda prve pruge sastati svaki parobrod druge pruge? 


IV. Poglavlje. 

Potencije i korijeni. 


§ 22. Definicija potencije. Ako su u nekom umnošku svi 
faktori jednaki, umnožak se može napisati kraće, lmade li na pr. n 
jednakih faktora a, to se taj umnožak označuje pokraćeno s a n (čitaj: 
u na n-tu) i zove se potencija. Dakle je 

n faktora 


a n = a • a 


a; 


a* zove se i kvadrat od a, a 3 kub od a. 

Broj p, koji treba više puta staviti kao faktor, zove se baza 
potencije"; broj n, koji pokazuje, koliko imade jednakih faktora, zove' 
se eksponent potencije. 

Po definiciji potencije može baza biti kakavgod pozitivan ili 
negativan, cio ili razlomljen broj; eksponent potencije niože biti 
samo cio pozitivan broj veći od 1. Ipak će se kasnije pojam poten¬ 
cije proširiti i na druge vrste eksponenata. 

Iz definicije potencije izlazi: 

1. 1" = 1. 2. 0" = 0. 


3. a) (+ o)» = + a" ; b) (-a) 2 " = 4 a 2 ” : 

c) (—fl) 2n + 1 = — n 2 " + k T. j. 

Taka potencija negativnog broja je pozitivna, tiha je negativna. 

Baza potencije i njezin eksponent ne mogu se općeno zamijeniti 
među sobom t. j. općeno je a b ^ b a . Za potencije ne vrijedi dakle 
komutativni zakgn. A kako je općeno a bl ^ (a b ) c , to ne vrijedi ni 
asocijativni zakon. 


§ 23. Poučci za računanje s potencijama. Zbrajati i odbi¬ 
j ati mogu se samo potencije jednakih baza i jednakih eksponenata. 
Na pr. 5a? 4 4a 8 = 9a 8 ; r a"* ± s a m = (r ± s) a m . Kod množenja 
> dijeljenja potencija treba razlikovati, da li potencije imadu: 
a) jednake bazjg, b) jednake eksponente. 

Za množenje i dijeljenje potencija vrijede ovi poučci: 
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Potencije jednakih baza množe se, da se zajednička baza poten¬ 
cira zbrojeni eksponenata. 

a<n . a n _ a m + n. 

m faktora n faktora m n faktora 


Dokaz: a m 
Primjer: a b 
Kako je a m 


a' 1 = a ■ a . 

a 15 = a 3 . 

n = Q m + 1 


a . a . a 


a = a a 


a = a" 


to treba, da jednadžba a m ■ a n = a m + " 


rn 


bude valjana u svakom slučaju, odrediti, da znak a 1 , koji sam po 
sebi nema nikakova značenja (umnožak se mora sastojati barem iz 
2 faktora), ima da znači sam broj a. 

Iz jednadžbe a m + " = a m ■ a n izlazi obrnuto poučak : 

Broj se potencira zbrojem dvaju brojeva, da se on potencira s 
oba pribrojnika, i dobivene se potencije među sobom pomnože. 

Primjer: 3 5 = 3 2 + 8 = 3 2 • 3 3 = 9.27 = 243. 

2. Potencije jednakih baza dijele se, da se zajednička baza po¬ 
tencira razlikom eksponenta dividenda i eksponenta divizora. 

a'" : a" = a m ", jer je a' n ~" ■ a" = a"'. 

Ovdje treba pretpostavljati, da je m > n. Slučajevi m — n i 
n razmatrat će se kasnije. 

Obrnuto iz a m ~ n = a'" : a" izlazi poučak: 

Broj se potencira razlikom, da se on potencira i minuenđom i 
supirahendom, te se prva potencija drugom podijeli. 

3- Potencije jednakih eksponenata množe se, da se umnožak baza 
potencira zajedničkim eksponentom. 

a n • 6« = (ab) n . 

n fakto ra n faktora n faktora 

Dokaz: a" . b n = (a . a ... a) . (b . b .77 ~b) = (ab) (ab) . .. (ab) = (ab)' 1 . 

Primjer: (8a) 5 . (3a 3 ) 5 — (24a 4 ) 3 . 

Iz jednadžbe (ab) n = a n . b n izlazi obrnuto: 

Umnožak dvaju brojeva potencira se nekim brojem, da se oba faktora 
tim brojem potenciraju, i dobivene se potencije među sobom pomnože. 1 

Primjer: (a 2 — b 2 f — (a -j- bf (a — b) s . 

Za izračunavanje umnožaka oblik a m • b n nema nikakovih po^-f 
sebnih pravila. Treba li izračunati takove umnoške, kad su a, b, m, n 
posebni brojevi, izračunat će se svaka potencija napose i onda od¬ 
rediti njihov umnožak. Na pr. 3 4 . 5 2 = 81 • 25 =2025. ■ ■ l jA 

4. Potencije jednakih eksponenata dijele se, da se količnik baza 
potencira zajedničkim eksponentom. 

Dokaz a u : b n — , jer je ( ^ . b n = ^ • bj = a". 

Primjer: (16a 2 ) 4 : (8a) 4 = (2a) 4 . 


73 


Poučci izraženi jednadžbama a" . b n — ( ab)" 


a n : b" = 



zovu se poučci o svođenju na zajednički eksponent. 

!z jednadžbe ( ^ ) =~ a" : b n izlazi obrnuto: 

Količnik se može potencirati neki brojem, da se i dividend i 
divizor tim brojem potenciraju, i prva se potencija drugom podijeli. 

5. Potencija se potencira, da se baza potencira umnoškom eks¬ 
ponenata 

(a m ) n = a mn . 

n faktora n pribrojnika 

Dokaz : (a m ) n — a m . a m . . . a m — a m + m + • • • m = a mn . 

Primjer: (2a 4 ) :! = 2 s a 12 = Sa' 2 . 

Obrnuto iz jednadžbe a mn = ( a m ) n izlazi poučak: 

Broj se potencira umnoškom dvaju brojeva, da se on najprije 
potencira jednim faktorom i dobivena potencija drugim. 

Primjer: 4 l - = (4 3 ) 4 = (4 4 ) 8 . 

Poučci 1., 3. i 5. mogu se proširiti na povoljan broj brojeva. Na 
pr.: a m . a ? . a? . a q = a m + n + p + q f a n . b n . c" . d n — (a b c d) n ; 

[(a"')«]p = a m "P i t. d. 


24. Potenciranje jednadžbi i nejednadžbi. 

1. Jednako potencirano jednakim daje jednako. 

Iz a — b izlazi a m — b m . 

Dokaz: napišemo li m puta jednadžbu a = b, pa onda sve te 
jednadžbe među sobom izmnožimo, izlazi, da je a m — b m . 

2. Razmjer se potencira, da se svaki član razmjera potencira. 

Dokaz. Jz a : b — c : d izlazi i odatle ( j = ^ ^ ) t. j. 

a m : b m — c m : d m . Za pozitivne brojeve vrijede ovi poučci: 

3. Veće potencirano jednakim daje veće. 

Ako je a i b pozitivno i a > b, to je i a m > b m . Dokaz kao u 1. 

Ako je dakle baza potencije pozitivna, a eksponent stalan, po¬ 

tencija raste, kad baza raste. 

4. Jednako potencirano većim daje veće ili manje već prema 
tome da li je baza veća ili manja od 1. ' 

Dokaz. Ako je m > n i a > 1, to je a m ~ n > 1; množimo li 
tu nejednadžbu s jednadžbom a" = a", izlazi a m > a". Ako je pak 

m > n, 0 .< a < 1, to je a m ~ n < 1 ; množenjem te nejednadžbe 

s a n — a" iziazi a m <j a". 

Primjer: 2 5 > 2 3 , ali . 
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Ako dakle baza potencije ostaje stalna, a eksponent raste, po¬ 
tencija raste ili se umanjuje već prema tomu, da li je baza veća ili 
manja od 1. 


.Zadatci: 1. a) b) fl-ft 3 d.- £ bc-, 

c) 2.v m • 3 a"' • 4x^ m • 5 a 3 ", d) 3x a ~ h • 4x" - 

2. (a +ft) 3 ja - 61 (a 4- b)* 

3. (x — v)’" - 1 (a- ± y) m + 1 (a - y) - m + 1 (a- 

4. a) 3 nf • 4m~n 8 • 5m 3 /? 4 , b) x 2a ~ 3b ~ 4 - a -3 " ~ p u 

5. a) (— x 2 ) ( — x) 3 (— x) 5 , ftj — (— a) 3 (— d)\ 

6. a) ( — a) 4 - (- ay\ ft) (— 3) 5 — (- 2) 4 - (- 4) 3 - (- 5) 2 .. 

*7. a) (— I) 2 — (— l) 3 — (— l) 4 — (— 1) ; ‘-(- 1) f , 

b) 4 (— 3) 4 — 3 (— l) 3 (— 2)-)- 2 (— 3) 2 (— 2.) 5 5 (-3). 

(— 2) 3 — (— 2 ) 4 , c) (+ 2? - (- 2)\ 


8. Izračunaj vrijednost izraza: 

a) 5a* — 4 a s b + 3 a-b- — 2ab 3 + ft 4 za a = — 1, b = — 2„ 

b) 4n 5 — 3a 3 ft 2 + 2aft 4 + ft 5 za a = — 2, b = — 3. 



10v Izračunaj a) 8 8 iz 8" = 32768 i 8 3 = 512, 
b) 5*°iz 5 8 = 390625 i 5 2 = 25. 


11. Izračunaj razliku između a b i b a za 

a) a = 2, b = 3, b) a = 5, b = 6, c) a = 8, b = 10. 

12. Izračunaj razliku između i a bC za nj a = 4, 6 = 3, c = 2,. 
6) o = 3, b = 4, c = 2. 

13. Izračunaj vrijednosti prvih 10 potencija od 
a) — 2, b) - 3, c) - h d) - 1, e) 4, f) 5. 


14. Izračunaj: 

a) (a" b"‘ — a m b n ) a” b", b) (m x + *rt x ~ > — m x ~ y n 7 + v ) • m* m . 

15. (4a 3 ft 2 - 6a 2 ft 3 + 9aft 4 ) 8a 2 ft 2 . 

16. (aP + ft<?) (a r — b s ). 

17. (a- m ~ " + a m -f o" + a 2n - '") («"' — a"), 

18. (o 3 " 1 -" — d lm -j- a m + " — a'-" -f- o 3 " - m ) (a m -f a"). 

11). o 2 (o — l) m • a m • (o — l) 4 • a m + 3 • (o — 1). 

f 20. a) 5x !l : x 5 , b) 6o 4 : (— 2a 3 ), cj ax m : bx \ 

, 21. a) 9 a m b n : 18a'"-' b n ~ 2 , 

b) a m + n b” + p c p + q : a m ~ n b n ~ p c* ~ q . 
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22. 54tf 2 ™ + + 2n cJi -f 3 . - 3/2 fyin — n — n. 

23. (a — bf (c — d\ 6 : (a — b) 3 (c — rf) 2 . 

24. (ax m -(- 6x" -j- cx p ) : x m ~ n ~ p . 

25. (56x 4 y° — 72x 6 y* -j- 96x 3 )' 5 ) : 8x 3 y 4 . 

26. (a 2m + 2n f,2n + 1 _J_ a 2m - n f,n _j_ Q n fjn - 1) . Q m - 1 frn - 2_ 

27. (a — b) 3n ~ 2 : (b — af n ~ K 

•>s 4a 4m ~ 3 b* 5o m ~ 4 ~ " 

3x 2m ■ 4 y 2 P ' 9x m — 6 yp — 3 ' 

„ 15a 4m - 3 " - 4 3a : ’ - ^ + 2 ^3« - « 

‘ 3 C 2 3m ‘ 4^3 -4m ^2 - 3n ' 2c m — _1 ^2 - Sn’ 

Izluči zajednički faktor u: 

30. a) a m + 2 b n — a m + 1 b n + l , b) a- + m b n — 2a m + 1 b n 1 -f • 

Q m fjn + 2 ) x 3a + 2y2 _ ySa + 2 ^ m %r n s _ m r n 3s _ 

Izračunaj: 

31. o; (o 9 - b 9 ) : (a 3 — b% b) (a 8 — b 3 ): (a s — a*b -f at? 4 -1? ! ).. 

32. (a 4 " — Z> 4 ") : (a 3 " — a 2 " />" -f a" t> 2 " — ft 3 "). 

33. a) (a 6 " — ft B ") : (a 2 " + a" ft" + ft 2 "), 
ft) (x 2m ~ 2 — y lm ~ 2 ) : (x — y). 

Skrati ove razlomke: 

q. v a" - 1 — a" + 1 /?|* _ ,;}2x 

a) ~ a" 1 1 - a" ' } m y — m* + y' 

. a" + 4 ft" + 2 — a" ft" + * 
a" + 4 ft" — a" + 2 ft" +‘ 2 ’ 


Izračunaj: 

... a"' 4 - ft m a m — ft m 
■ * * a m _ a"' + ft" 1 ’ 

.... J 1_, 1_j_ 1 

‘a m ab n ~ 1 ' a n ~ ! ft ' a 2 ft" ~ 2 ' 


37. 


38. 


39. 


) 1 i 1 ,. ft" a K + 1 

a) (a-j-ft)" + 2 + (a+b, n - 2 ’ a^ 1 ^ 

v«a 1 1 

A | 1 _L 1 _ 

X 3a _ ^ | 

a) 5 3 • 8 3 , ft) 6 4 • 7 4 , c) 4 2 • 25 2 , d) 8 3 • 125 5 . 


0> (t)" ■ (-r)’- (i)*' (t)‘ 

-4 i . '■ 5 *-( 8 t )‘- 4) ( 6 1)‘ ■ ( 2 !)'• 


+ 


ft* - 1 

- 1 “ 
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42. (a + bf (a — b ) 4 (a 2 - 6 2 ) 4 . 

43. (2a -t- 3 bf ( 2 a — 36) 4 (4a 2 — 96 2 ) 3 . 





16a 4 b :i v 1 / 

\5x^’ ' 


/n 4 - nW/n — n\ a 
x — y) ’.x y/ 

25x 3 y b \ i 
36a 2 6 2 / ‘ 


i« /« 3 -r 

W 


'a 2 — 


- r V 


a 6 + b 2 / 


(-*. 

\ Y 2 





4«. a) 18 4 : 6 2 , b) ( — 12) 4 : ( — 18) 4 , c) 0,04 4 : 0,002 4 . 

«• “> d)‘ ■ (4) ■« - (4) ■• (- 4 !)’• *> (4)* ; (0 ' 5) ‘ 

“• (« +1)‘ ; [( 3 + t )‘ : ( 2 + t )']- 

«• (« - ?)' (f + ')" | 

5:4 a > (tstJt)* : (-šr) 4 »=/«* - 

»• ( x 4 2 )"-^(^) 4 - (£!)*: ( c ^) 4 


55. a) (3 2 ) 5 • (3 3 ) 4 , b) [(- 3) 2 ] 3 . 

56. Iz 2 h = 32 odredi a) 2 10 , 6 ) 2 15 , c) 2 20 . 

57. Iz 5 S = 125 odredi a) 5 6 , b ) 5°. 

58. a/ (.v 10 ) 2 : (x 5 ) 4 ; 6 ) (— x 4 ) 3 : (— x 2 ) 4 . 

59. a) (k?) 1 * + 1 : (x‘i)p + *, b) (— a n )~" : (- a ") 2 ' 1 - 

60. (x a - • (x & + x ) 6 ~ 1 : X 1 ~ a2 . 

/ 3 2 a 2 6 3 \ 4 /5/n 2 nV / 8 a 2 6 2 ; 3 ,_ Sa 2 bj\ 2 

* ' V 4/nn 4 / \ 6 a 3 6 4 / \ 9/n 3 n 4 - ^ 9/n 3 nv ’ 

62. '[(a m + ") m - n ] m2 + n2 } 2 . 

63. (- 3a 3 ) 4 + (— 8 a 5 ) 2 - (— 4a 4 ) 3 — (— 4a 2 ) 5 . 

f (2a- 6 )° (3a 4 b* c ) 5 (5a 2 6 2 c 3 ) 4 ~| 3 
l (4a 3 b 2 f ( 6 a 2 6 3 ) 4 ( 8 a 3 b 2 c ) 3 J 
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/ a n_ 1 b"c n ~ 2 \ 4 /a ” -2 6 " ~ 1 c” ~ 3 \ 3 

* > ‘ V đV ! - 3 y ' \ z/ 9 - n e« - 4 / n - 5 J • 


‘A 

2ab + 6 2 ) n - M" + *. 


66 . a) {[(a + 6 ) 3 ] 3 } 3 , b) [(a 2 
Kvadriranje i kubiranje binoma i polinoma (ponavljanje). 

Zadaci. 1. {2a — 3b) 2 . 2. (5x — 6^) 2 . X (4a 2 — 5b 2 ) 2 . 

4. (3/n 2 — 8 n 2 ) 2 . 5. (a 2 — 4ać> + 36 2 ) 2 . 6 . (x 4 — 3.v 2 -f 5) 2 . 


7- (y - X +t) S ' (jf3 “ 3x2 ~ 6 * + 4) 2 - 9. (« + ^> 4 - 

10 . (4a — 3£) 4 . 11. (x + y)* — (x - y) 4 . 

12. (2a + 36 — 4c ) 2 + (2a — 36 + 4c ) 2 + (— 2a -f 36 4- 4c) 2 . 

13. (a + b + c ) 2 — (a + b — c ) 2 + (a - b 4- c ) 2 — (- a 4- 
4 b 4 c) 2 . 


Dokaži ove identitete: 

14. a) (aa' + bb') 2 + (ab' — b'a ) 2 = (a 2 + b-) (a' 2 b' 2 ); 
b) [(a - b)' 2 + (b — c ) 2 4- (c — a ) 2 ] 2 = 2 (a - b)* + 

+ 2 (b - c ) 4 + 2 (c — a) 4 ; c) (a + 6) 2 — (a — b) 2 = 4 ab. 

d) (a + b + c + d) 2 + (a- b) 2 + (a - c) 2 + (a - rf) 2 + 
+ (b - c ) 2 + (b — af ) 2 4 . (c - d) 2 = 4 (a 2 -f 6 2 + c 2 + c? 2 ). 

15. (a — 46) 3 . 16. (5a 4- 66 ) 3 . 17. (4a‘ 2 - 5b 2 ) 3 . 18. (5m 2 — 8 n 2 ) 3 . 

19. (* - yy 20. (a" — nb n ) s . 21. (x 2 + 2x - 5) 3 . 

\ y X y 

22. (a 2 — a 6 + 6 2 ) 3 . 23. (x 4 — 3x 2 y 2 + 4y*) 3 . 24. ( | 4-i-V. 

25. ( 2 - y 4- 4 ) • 26. v a 3 - 2 a 2 + 3a - l) 3 . 


Dokaži ove identitete: 

27. (a 4 - b 4 - ej 3 = a 3 4- 6 3 + c 3 4- 3 (a 4- b) (a 4 £) 4* c )- 

28. (a 4 - 6 + c) s — (a 4 - 6 — c) 3 — (6 4 - c — a ) 3 — (a — b 4 - c ) 3 = 
= 24 abc. 

29. (a + b 4 - c ) 3 - 'a + b — c) s =. 2c [3 (a + 6) 2 + c 2 ].. 


§ 25. Potencije s eksponentom nula i negativnim ekspo¬ 
nentom. Izraz a° nema prema definiciji potencije nikakova značenja, 
jer nema smisla govoriti 0 umnošku, koji sadržaje nula faktora. Da ipak 
formula a m : a n = a m ~ n vrijedi i za slučaj m = n, kad je a m : a" — h 
treba proširiti pojam potencije i odrediti, da a° ima da znači 1 . 
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Definicija. Nulta potencija svakog broja različitog od nule jed¬ 
naka je 1. 

Primjeri: 2° = 1, (|)° = 1, (m-j-n)° = 1. 

Izraz 0° je neodređen, jer je 0° == 0 m : 0 m = 0 : 0. 

Prema poučku o dijeljenju potencija jednakih baza imamo 
a m : a n = a m ~ n \ ako je n > m t. j. ako je n = m -j- r (r cio poz. broj) 

a m 1 

to je onda a m : a n — - = —, dok bi gornjem poučku bilo, 

a m-(m + r) _ Simbol a~ r nema također nikakova značenja, jer su 
potencije definirane samo za eksponente, koji su pozitivni i cijeli 
brojevi. Da uzmognemo računati s potencijama i u onom slučaju, 
kad je eksponent dividenda manji od eksponenta divizora, treba 
ponovno proširiti pojam potencije i odrediti, da izraz a~ r ima 

da znači 

a r 


Definicija. Potencija s negativnim eksponentom jednaka je reci¬ 
pročnoj vrijednosti potencije iste baze s pripadnim pozitivnim eksponentom. 

Primjeri: a ~ 8 = = 2- 3 = -i=i-; 



= 2 4 = 16. 


Obje definicije a° = 1, a~ r — ^ imadu samo onda pravog 

smisla i praktičnog značenja, ako se na temelju tih definicija može 
s potencijama s eksponentom nula i s negativnim eksponentom računati 
na isti način kao s potencijama, kojima su eksponenti pozitivni, a to je 
onda i samo onda, ako za potencije s eksponentom nula i negativnim 
eksponentom uz te definicije vrijede isti zakoni kao i za potencije 
s pozitivnim eksponentom. Lako se može pokazati, da je tomu doista 

tako. U tu svrhu treba staviti 1 mjesto a°, ~ mjesto a ~ r , zatim na 

dobivenim potencijama s pozitivnim eksponentima izvesti operacije, 
za koje je dokazano, da su dopuštene, pa onda opet prijeći na po- 
tencije s eksponentom nula i negativnim eksponentom. Na pr. 

a m . a° = a m • 1 = a m = a m + °; 
a m : a° = a m : 1 = a* = a m ~ Q ; 

(o6)°= 1 = 1 • 1 =o° • b°-, 

(a°) m = 1 m = 1 = a ° • m ; 
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a m 

a ~ 


* a~ n = a m • — — Qm - n 


m • Cl n = — . an = a n - 

a m 


— a m H- <— n ) ; 

m — = n( — m) + ( + n) • 

i 



a~ n = 


1 

a m 


\ 

a n 


—?— — a - < m + «) = at - n>) +( - ti ). 
a m+n “ » 


(a - m )-" = 



j _ a mn _ a (- m) (- j t d 

0™T 


Slično se dokazuje, da ostaju valjane i ostale formule za raču¬ 
nanje s potencijama, gdje su eksponenti cijeli brojevi, makar su oni 
ili svi ili samo dijelom negativni. 

Gornje definicije za a° i a~ r su prema tome zgodno odabrane, jer 
se kraj tih definicija ne treba ništa brinuti za to, da li u potencijama, 
koje dolaze u raznim računskim operacijama, eksponenti imadu bilo 
cijele pozitivne vrijednosti, bilo vrijednost nulu bilo cijele negativne 
vrijednosti. 

Zadatci. Čemu je jednako: 

1. a) 4 a°, b) (4a)°, c) a° -j- 6°, d) (a -(- b)°, e) a° ■ b°, f) a°: b°? 

2. a) 3 -2 , b) (— 3)- 2 , c) (i)- 4 , d) (— f)- 4 , e) (2i)- 2 ? 

3. a) 0-75- 2 ,ž>; c) d) O'Ol- 2 , e) (— 001)- 2 ? 


*■(-;)■ +(-ir s +(-ir+(-i) % 

Izračunaj vrijednost izraza: 
a) 4 X 1 —j- 3 - 4 X ~ 3 -j— 5 - 4 X za x — — 3, 

I . 1 , 1 

2x “č 2 X + 1 2 X + 2 za x ' 


5. Napiši kao umnožak bez nazivnika: 


3x 2 y 3 


6 


r — 3 — 4 


a ) /, 4 > b) 2z~ v C ) « - 3 r — 2 f1— 2’ 


- d 


(m -f- n) 
(m — nj 


s 

4 ' 


t>. Napiši s pozitivnim eksponentima: 

4 a - s b - 4 , 5 _1 a~-b - 3 

a) 5c- 6 d- 3 ’ 4- 2 c“ 3 cf- 4 ' 


■Izračunaj: 

T. a) 5- ■ 2-, » (|)"‘ ( 4 ); W 
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(c 


8. a) 16 — 3 : 2 - 3 , b) (—6a - fi ) : 3a " ž , 

c) 0 01 - 3 : 0-01 ~ 4 • IO 3 . 

9. (4x 2 - 3 + 6x - -) (2x 3 — 5.x + 6x - 2 ). 

10. (24a- 3 — 18a- 2 + 24a- 1 + 30) : 6a- 5 . 

11. (x — y )-*: (y — x)- 5 . 

12. a) fa- 4 -a- 6 ) :fa- 2 -a~ 3 ); b)(x~ 3 -y~ s ) : (x~ 1 -y V, 
c) (a - 5 — b - 5 ) : (a ~ 1 + b ~ *). 

13. (20a 3 + 25a 2 — 31a — 20 + 36a - 1 + 30a- 2 — 18a~ 3 ): 
: (5 a- — 4 + 6a ~ 2 ). 

14. a- 1 : (a- 1 -b- 1 )- 2 . 


15. a) [(2- 2 ) - 2 1 - 3 , b) (a-*)■- 2 • (b - 4 ) 2 : (a - 3 b- 4 ) 2 , 

c) —a 2 —(—a- 2 )- 1 , tf,)(a- 3 )-* —(a- 2 r f (4-a- 1 )- 1 *. 


16. a) [ ! 

c) 


(a -|~ b) ~ 4 c~ • 
5(a — b) 


c- 5 1- 8 m [ 5(6a 3 6 4 )~ 2 1 ~ 
-« J ’ ’ [2 - 3 (af> 3 ) 2 ] 3 ’ 

f (3a 2 2 c~ 4 )H ~ 4 . f (3a 3 ^- 2 ~] 2 
L 4a 4 c - 3 J ’ L8a-*&- l J 




§ 26. Pojam korijena. Kao što se iz zbroja dvaju pribrojnika 
i jednoga od tih pribrojnika može izračunati drugi pribrojnik, iz 
umnoška dvaju faktora i jednoga od tih faktora drugi faktor, tako 
se iz zadane potencije i eksponenta može izračunati baza, iz zadane 
potencije i baze eksponent. 




Ipak su ta dva zadatka među sobom bitno različita, jer kod po¬ 
tencija ne vrijedi komutativni zakon. Operacija, kojom se iz zadane 
potencije i eksponenta dobiva baza, zove se radiciranje, dok se ope¬ 
racija, kojom se iz zadane potencije i baze izračunava eksponent, 
zove logaritmiranje. 

Ponajprije ćemo se baviti radiciranjem. 

Radicirati znači iz zadane potencije a i zadanog eksponenta n 
odrediti bazu x. S drugim riječima treba naći vrijednost od x, koja 
zadovoljava jednadžbi x" = a. 

Na pr. za a = 64, n = 3, jest x = 4, jer je 4 3 = 64. 

Zadana potencija a zove se radikand, zadani eksponent n eks¬ 
ponent korijena, a tražena baza x n- ti korijen iz a. Označuje se 

x == j/a (čitaj «-ti korijen iz a). Ovdje uzimamo, da je eksponent n 
cio pozitivan broj 

' A 
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2'_ 

Eksponent 2 se ne piše, te se mjesto a piše naprosto |/a; 
drugi korijen zove se i kvadratni korijen, treći korijen kubni korijen. 
Iz pojma korijena izlaze ove dvije jednadžbe: 

• n _ n _ 

1. (V / a) n = a; 2. a n = a. 

11 

§. 27. Preinačivanje korijena. Broj ]/a, gdje je a bilo koji 
pozitivni broj, imade uvijek jednu pozitivnu vrijednost, koja se zove 
apsolutna vrijednost korijena. 

n 

Pokraj te vrijednosti imade ]/a, kako potanka razmatranja po¬ 
kazuju, još n — 1 drugih vrijednosti, ali od svih tih vrijednosti 
nijedna ne može biti pozitivna. U ovome što dolazi, razumijeva! ćemo 

n 

pod \ a samo apsolutnu vrijednost korijena. 

Za preinačivanje korijena vrijedi ovaj poučak: 

Vrijednost se korijena ne mijenja , ako se eksponent korijena i 
eksponent radikanda s istim brojem pomnože ili podijele t. j. 

m mr _ 

]/a n = ]/a nr . 

m _ m _ 

Dokaz. Stavimo li J/a" = x, to je (J/a") m = x m ili a" = x", 

mr m . mr 

dakle također a nr = x mr t. j. J /a" r = x. Zato je J/a" = J /a m . 

3 _ 6 _ 5 _ 10 _ 

Primjeri: J/a 2 = J/a 4 ; J/2 3 = J/2® i t. d. 

Pišemo li gornju jednadžbu obrnutim redom t. j. 

mr _ m _ 

J/a" r = J/a", 

vidimo, da se eksponent korijena i eksponent radikanda smiju s istim 
brojem podijeliti. 

4 _ 4 _ 6 6 

Primjeri: J 16 = J/2 4 = 2; J/27 = J/3 3 = \ 3 i t. d. 

§ 28. Računanj e s korijenima. 1. Zbrajanja i_ odbtjanjejco- 
rijena. Korijeni se mogu zbrajati i odbijati- samo onda, kad su im 
jednaki radikanđi i jednaki eksponenti. 

333 

Primjeri: 3 J/T + 4 J/T = 7J/T; 8 J/T— 5 J/ r 3 = 3 J/T; 

a J/T ± b J/T = (a ± b) J/T. 

Škreblin: Aritmetika i ajjgebra za V. razred srednjih škola. 6 
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2. Množenje korijena. Za množenje korijena vrijedi ovaj poučak: 
Korijeni jednakih eksponenata množe se, da se umnožak radikanda 
zajedničkim eksponentom radicira. T. j. ' 

n _ n _ rt 

y a • J b — \'ab. 

n _ n 

Dokaz. Stavi li se \ a —x, \ b = y, to je a = x n , b = y n i 

n _ n _ n n _ 1 

ab = (xp) n , pa je zato xy = J/ ab. Dakle je J/ a • \ b — J/ ab. 
Primjer. Jl2 • J/75 = J/900 = 30. 

Ako korijeni nisu istoimeni, treba ih. prema poučku o preina- 
čivanju korijena učiniti istoimenima i to najzgodnije tako, da njihov 
zajednički eksponent bude jednak najmanjem zajedničkom višekrat¬ 
niku zadanih eksponenata. 

3 4 5 60_ G0_ 60 60 

Primjeri- J/2 • JŽ2 • ]/2 = J/T 5 • J/2 16 • J/2 12 = J/2«; i 

3 4 12 12 12 12 _ 12_ 1 

J/2 • J/3 • J/5 = J/2 6 • J/3* • J/5 3 = V 64 • 81 • 125 = V 7 648000. 

S pomoću poučka o množenju korijena mogu se faktori, koji 
se nalaze pred znakom korijena, unijeti pod znak korijena. 

3 _ 3 3 3 _ 3 _ 

Na pr. 5 J/ 2 = J/5 3 • J/2 = J/5 S - 2 = J/250; 

rt _ n n n 4 

a \ ~b — \' a n • J / b = J /a n b. 

Iz poučka 2. o množenju korijena izlazi ovaj obrat: 

Umnožak se radicira, da se svaki faktor radicira, a dobiveni se 
korijeni među sobom pomnože. T. j. 


n n n _ 

j/ab — J/a ■ ]/ b. 

3_ 3 3 3_ 

Primjer. J/20 = J/4 • 5 = J/4 • J/5. 


Taj obrat pokazuje, kako se djelomice radicira t. j. kako se fak¬ 
tori, koji se nalaze pod korijenom, mogu staviti ispred korijena. 

4 4 _ 4_ 4_ 3_ 3_ 4 

Primjeri. J/2 4 - 3 — J/2 4 • J/ 3 =2 1/3, \ 135 = J/3 3 • 5 == 

= 3 J/5; J/32 + J/98 + J/72 - J/50 = J/ 16 • 2 + J 49“-~2 + 

-f J/36/2 - J 25~2 = 4 J/2"+ 7 J/2 -j-6 J/2 — 5 ]/ 2 = 12 \ 2 . 

3. Dijeljenje korijena. Za dijeljenje korijena vrijedi ovaj poučak: 
Istoimeni se korijeni dijele, da se količnik radikanda zajedničkim 
eksponentom radicira. 


\ 
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n rt I ~ 

Vh: J/M/f 

t n n 

Dokaz. Stavimo li opet J /a = x, J / b = y, to je a = x n , 

* - r: t - (j )" 1 f = Vr Za, ° *v°--vs-Vf 

3 3 3 5 5 5 

Primjen j 72 : J/9 = J/ 8 =2; J /a 4 : J/n 3 = J/a. 

Ako korijeni nisu istoimeni, treba ih učiniti istoimenima. 

3 4 12 12 12 5 6 

Primjer. J/T : J/T = J/ T : J/2 5 = J/2; \TcFb * : J/fl ž 6* = 

30 30 S0 

= \/a l9 b* : J/a l0 & f5 = J/o^'-’. 

Iz poučka o dijeljenju korijena izlazi ovaj obrat: 

Količnik (razlomak) se radicira, da se dividend i divizor (brojnik 
i nazivnik) radicira, i prvi se korijen drugim podijeli. T. j. 

rt 

I TT n n 

i primjer 1/ —_ ^ ^ _ — 

P rtijer. \ 16 _^__ 4 . 

4. Potenciranje korijena. Za potenciranje korijena vrijedi ovaj 

poučak: 

Korijen se nekim brojem potencira, da se radikand korijena tim 
brojem potencira i dobivena potencija eksponentom korijena radicira. 

(l ’n)' - v*. 

• n n 

Dokaz. Stavimo li J/ a = x, to je a = x n . Dalje je (J/ a ) m = x m 

n _ n _ n _ n _ n 

i J- a m = J/(x"')" =]/x m " = x m . Dakle je (J/T) m = \/a m . 

Primjeri. (J/a 2 ) 4 = J/a 8 = a 2 J/a 2 ; (J/a 4 6 5 ) 5 = J/a 20 /; 25 = 
= a W J a*b. 

Obrat je poučka o potenciranju korijena ovaj: 

Potencija se nekim brojem radicira, da se baza potencije tim 
brojem, radicira, i dobiveni korijen eksponentom potencije potencira. T. j.: 

n _ n 

y a m = (V a) m . 

5 _ 5_ 4 _ 4_ 

Primjeri. J/32 3 = (J/32) 8 = 2 3 = 8; J/81 3 - (J/81) 3 = 3 3 = 27. 
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5. Radiciranje korijena. Za radiciranje korijena vrijedi ovaj poučak: 
Korijen se nekim brojem radicira, da se radikand korijena tim 
brojem radicira i dobiveni korijen eksponentom korijena ponovno radicira 
ili da se radikand radicira produktom eksponenata korijena. !. j.: 



m _ 

vm . 1 / ■| ,— 

Dokaz. Stavimo ]/a = x, onda je a = x mn . Zato je f \ a 


m n _ n _. _ 

Vfe-v*-"Vv**Vv*~v* - x Dak,e ie 
fe-VF.-fc 

3 _ 

Primjer. J = j/j/f = y 2 - ]/ y 2 = V'2. 


Slično se pokazuje, da je j j/ — j/j/y Q 


mnp 

\a. 


Obrat poučka o radiciranju korijena je ovaj: 

Broj se radicira umnoškom dvaju brojeva, da se on najprije 
radicira jednim faktorom i dobiveni korijen drugim. Svejedno je, kojim 
se redom te operacije izvode. 


Primjer. 




§. 29. Radiciranje jednadžbi i nejednadžbi. Za radiciranje 
jednadžbi i nejednadžbi vrijede ovi poučci: 

1. Jednako radicirano jednakim daje jednako. Iz a — b izlazi 

y a = yj jer kad bi bilo y- 2: yy moralo bi biti (§ 22.) a b, 
što se protivi pretpostavci. 

Razmjer se radicira, da se svaki njegov član radicira. Iz a : b = 

n n 


a 

c : d izlazi ~jj 



J C n n _ 

" t-i- \Za-.y b = 
V d 


= V c : V d. 

2. Veće radicirano jednakim daje veće. Iz a > b (a > 0, b ^ 0) izlazi 


Trt m f/i /n 

V a>Vb. Kad bi bilo V a ^ VA imali bism0 ’ ako tu n e i ednadžbu 

potenciramo s m, a ^ b, što se opet protivi pretpostavci. 
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Od dva korijena, koji imaju jednake eksponente, onaj je veći, 
komu je radikand veći. 

3. Jednako radicirano većim daje manje ili veće već prema tomu 
da li je baza veća ili manja od 1. T. j.: 

m _ rt 

ako je m > n, a > 1, to je }/a <Va, 

m _ n 

ako je m > n, 0 < a < 1, to je \ a > J/a. 

m _ n 

Kad bi uz a > 1 bilo ]/ a > \a, moralo bi prema 2. poučku 

m _ n _ 

biti (]/a) mn > (]/ a) mn t. j. a n > a m , dok zbog ni > n y a > 1 iz 

m _ n 

poučka 4. §23. izlazi a m > a n . Dakle je J /a < J/o. Slično se do- 
zuje i u drugom slučaju. 

Bilješka. Kad eksponent korijena raste, vrijednost se korijena umanjuje, 
ako je baza veća od 1, a raste, kad je baza manja od 1. 

§ 30. Korijeni iz relativnih brojeva. Ako je a kakavgod 

n _ 

pozitivan ili negativan broj, ]/ a imade uvijek n među sobom razli¬ 
čitih vrijednosti. Od svih tih vrijednosti mogu području do sada 
poznatih brojeva pripadati dvije, jedna ili uopće nijedna. Treba da 
razlikujemo ove slučajeve: 

2p-M 

1 a > 0, n neparno t. j. n = 2p+ 1. Tad je J/a pozitivno; 
negativne vrijednosti taj korijen ne može imati, jer je neparna po¬ 
tencija svakog negativnog broja opet negativna. 

3_ 5 _ 

Primjer. \z'64 = -f- 4, |/32 = -j- 2. 

2p- f~l 

2. a < 0, n = 2p -f- 1. Tad je J /a negativno. 

Pozitivne vrijednosti taj korijen ne može imati, jer nijedna 
potencija pozitivnog broja ne može biti negativna. 

3 5 

Primjer. J/—512 = — 8, J/—243 = — 3. 

rt _ 

3. a > 0, n parno t. j. n = 2p. Tad ]/ a ima dvije protivne 

2P . 2p_ 

vrijednosti, jer ako je J/a = b t. j. a = b 2 p, tad je i ]/ a = — b, 
jer je i (— b) 2 P = a. 

_ 4 

Primjer. J/25 = ± 5; J/’lb = ± 2. 

2p 

4 ci < 0, n = 2/7. Za ya ne postoji tad niti pozitivna niti 
negativna vrijednost, jer parna potencija niti pozitivnog niti nega- 
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tivnog broja nije negativna. + a ne pripada u tom slučaju području 
do sada poznatih brojeva. Na pr. +-T ne znači nijedan do sada 
poznati broj. Da se uzmogne računati i u tom slučaju, prosirit ce 
se brojno područje uvađanjem novih vrsta brojeva. 

3 

3 _ 5 _ .r 04 

Zadatci. Izračunaj: a) 1. V 27, b) + 1024, c) |/ 

5 _ 

8__ i r 243 

d) +65586, e) |; gžffiS 

2 . Rastavi a) 7 u 5 jednakih faktora, b) m u n jednakih faktora. 

8. Kako se može 2 rastaviti u 12 jednakih faktora." 

4. Koji broj dignut a) na 8, b) na 4, c) na drugu potenciju 


daje 6561 ? 

5. Čime treba pomnožiti \ a, da se dobije a ? 

6. Izračunaj a) (3 J/5) 2 , b) (m+mf«, c)(%\ 3 ) , dj (f + 3jj 


Izračunaj: 

7. (a + b -j- J/'icft) (a + b 1 2ab). 

8. (x + +x 2 — f) (x - ]/x* — T 2 )- _ 

ft/ l/(a* + **)* -T« T ‘- 6 2 ) 2 . _ 

10. (l/c — 46 + V«- 5b) (+ a — 4b — +0 — 5ft+ 

11. 0 ; (]/a + V 6 ) 2 — (V a — 

b) (5 Vx ~ 3 Vy)- - (3 +7 + 5 J)+, 

«. «> (|/f)‘ ■ (I/?)’* ■■ 

13. 15 l/c — 10 1 /0 + 12 V fl — 13 V c. 

14. 5 1/64 - 5 1/27 + 5 1/243 -5+512 + 5 +625- 

4 15 24 , 3 ° 

15. a/ 1/16/ ft) 1/8/ c/ |/I2 a % d) + 1 3 - 

16. c) M ft) +^ j/s^, 1 




87 


« l ~ mn _ n_ 6 _ f 

17. 0/7+++ b) y x n P- n< i, c) 1 c 5 - + d) 5+ a* 4- 6 J e 12 — 

10 _ 

7 J/ c 15 . 

3 3_ 5 5 _ 4 4 _ 4 4 

18. a) ]/4 ■ 1 16, b) Kl6 • J/64, c) \ 8 • J/3, d) +32 • l 27. 

3 3 3 3 3 4 

19. a) + 5 • 1/25č/ ft/ J/6Č 2 • +9Č 3 • +47 c/ +T6o*7 

4 _ 4 _ 4_ 4 

lOOo.v • J/lO ax\ d) + 5 • +45 • J/225. 

20. c) J e 2 — 1 • I/®_±J, ft) |/c 2 — ft-|/ 4q + 4ft 

' a — 1 » cc 2 — ftc 2 

21. c/ J/o + ft + l/2oft • J/o + ft — +2aft, 

»;(^I + 4 / |) (+f-++ 

22. a) (5 +~8 + 2 J/72 — 3+50) J 2, 

b) (7 J/12 + 5 J/75 — 3 +48) + 3. 

23. (5 +48 - 3 +27 + 4 J/ 75 + 8 + 12) J/3. 

24. c/ (+6"+ V 10) (+12 — +5Č 

ft/ (4 + 3 J/ 2 — 2 J/ 3/ (6 + 5 +14 - 4 J/ 24)/ 
c/ (J/T + + 3 + J/5) (K6" + + T + +10). 

25. 0/ (+T + +12) 2 , ft/ (5 +T + 4 +5) (5 +T — 4 J 5). 

c) (+5" + J/To — J/TŠ) 2 . 

3 3 3 

26. 0/ (+T- 2) 3 , ft/ (+T-+3) 3 , cJ (J/T —+ 3) (J/25 + 

3 3 3 3 3 3 3 

J/15 + J/97, d) (9 J/ T — 6 + 6 + 4 \/ 4) (3 +T + 2 +27. 

*».«) (fi+p + prpo: 

b) (l/c 3 + +č ir =ys + J/o 3 - ' J/V-T) 2 . 

28. (+/n +n — +/n + +/?) (+m + n + +/n — +/t). 

29. a) +T • +3, ft) +T J/T c/ +T ' +T ' +T 

30. c/ \/ x ' yx 2 , b) y a ' +4o 2 ' +80 3 . 
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12 18 


4 3 0 . 4 IZ __ IO_ TU _ TI __ 

31. ajpa 3 ' ]/cT 4 ' ]/a 5 ’ ^ J/a 3 ’ V' fl7 ’ F a “» c Va p - ’ \ a q , 

n _ r_ v _ 

d) m | /a p • q \ a s • t\/a u . 

38. aJ V¥b* • • VOT», b) P£-V£.c)1/-%-V 1 


33 , 


1/" « 2 .1 

/ a + 1 # 

|/(« - D* 

* a ~ 

- 1 r 

a 3 

r a 5 

12 

8 

15 

30 


n- 3 


34. I S!*ll • l/ **J'*-‘ . 
r *>/■-* r o*x"- = 

Unesi pod znak korijena faktor ispred znaka korijena: 

85. a) a l a, b) m- V ol, c) ~ d) j ( |, c) 24x|/&. 


36. 6; 5 J/2, y ej/^, £ ; 4 J/J, «s J/£.,«; 71/|. 

**• Tri K(^)’ 6 > '• - s > K,, _ 2^ + 

_ 3 _ 

38. a) (5 - j/5j 1 10 — 2 J/Sj 6) (J/3 - 1) j/j/T+ 1. 

Izračunaj: 

. .. 1/48 1/208 1/425 1/175 

39. „ J 48 : J/3, « 

8 8 5 5 

40. a) V¥Fc‘ : j/aFcš b) j/(WčfpW: ]/'(^W(aW- 

41. a/ Vm : J/ 7 "., 6/ 2 : J/0J25, cj i 

r n J/l — n- 

15 12 8 

3 3 3 1 /A7 1 /A7 1 /AS 

42. (4 1/24— 2 J/3 -|- 9) : 1/3, b) |qš ’ V ^5 : \ ~~ a v 
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3 _ 

43. a; J/ać>- : 

6 

l/a‘-& 

4 3 

: \'d i b 3 , b) yx 

4 5 

: \ x : P Y. 

3 

4 

6 3 

4 

44. a) ]/ i : 

1 

u 

n 

n 

b_ . b ][a 
a ' a j b ' 

1 

45. a) \/ a : 

a ’ 

m n 

b) \/ a p : \ / a ( i. 

n 

46. a) (a‘4- b) 

, a: b- <° ”>■■ 

] R a -b)*- 

\ a + b 


Uračunaj radicirajući djelomice: 

47. a) 1/24, b) 1/147, c; J/l08. rf) 4 J/l8 + 7 J/32 — 

— 4 1/50 — 6 1 32 -f 11 1/98. 

3 3 3 3 

48. a) 5 j/24 + 6 j/ŠT — 3 j/192 — 2 1/375, b) 4 J/W 

— 3 J/ / 27x ;{ -j- 7 J/48x 3 — 6 1/75P. 

49. a) 5 l/T8a 5 6 3 c - 4 J/50a 5 6 3 c + 6 l/Y5aWč, b) \/W n + 3 . 

3 __ 3 _ 3 _ n __ 

50. a) \ 24o* -}- J/3a 4 x 3 + 1/81 ax", b) \''x 3n + 1 y 3n + 2 z 3n + s . 


Izračunaj: 

51. a) |/ 


4 _ 3 5 

81 a l2 b 16 c w h mVn-p-\/mn 2 

■ 30 ’ V) 4 6 \ 

n 1/4 mrt ' \ / 6m i p* 


625 a 2 *e 3 Y 


3_ 8 _ 

a 2 \ b 3 c • 1 /a 2 b • ] /b 3 ć J 

C) 3 4 g * 

b 2 1 a 2 c ■ \/ bc* • 1 / a b b 

3 3 

52. aj (a -j- b) \ 'a — b : J /a 3 — b 2 , b) (a ]/a — b 1//>) : 
: (l /a - 1 /b). 

3 3 3 

53. (1/2- V2 — 2 J/2 3 ) : (1/2 + j/2 1 ). 

6 8 5 3 

54. a) W) :! , b) 1(q«) 8 , e) 1 / (a l0 b lb )\ d) VT^a 3 ) 2 . 

55. a) \/ (x 2 — 2xy + ~y 1 ) 3 , b) y a • (]/a) 3 • (]/ a) n ~ i . 

3 _ 6 4 4 

56. a) (2 ]/ 2) 5 + (2 ]/2 5 ) 2 , b) y(a 3 b) 3 • l/(o6 3 ) 2 . 
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57. a) (3 j/3* — 5 J/5 8 ) 2 , b) (J/5 2 - J/3 2 ) 3 . 


58. a) j/| 8 b) \/y25, c ) J/j/729, d > \J 243. ^ J J M, 

_ 4 _ 

,59. a) }/y- b) J/j/- c/ | I|a, ^ |/~2j 


o 

60. a) ]/ a]/apa, b) 1/ ■/—§- 

' aj' aj/a 


3 


I / A ’ c) 

\ a]/a 

1 "| 


c. 


m 

ni/^Z. 
n\ n 


m ' I / ;> 1 /-— 

*'•Vvm w r " J/H/4 

62. «; 256 [/05p05pf!: 4; | E+r 


q 

2a f' 2ay2a 


'3. 5 J/j+ + 4 l/V a - 7 I , „ - | , - | 

l~ 3 __ 4 6 

(a + W ( a + 1>)~ J/(a + by’ b) } 6 ] 18 ‘ j 2] 27' 


64. a; 


12 


65. a) \ / y ai -\'y a i-]/y a v^)]j x \/ y y^j s : [/ v s| / y y xy . • 


i f~~r 


66. a) 


a y: 


2 6|/ a'b* |f a*b\ by~ab ’ 
[~ 


b) I 77 J/V ’ } iZ-VPaZ'VVa^ 

67 * |/j/^ ~ 2 j/j/? - |/j/? - J/a. 
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68. Ako je J a = /n, koliko je a) J/a, J/a, c4 J a? 

Na pr. a = 64. 

Nalazi se, da je (]/a+ J/Z> +J/ a — (/ Z? ) s = 2a +2 J/a 2 — Z>, 
odatle izlazi: ]/ a + J/T -(- J/a — J/6 = J/2a + 2 J/ a 2 — Ž>; 
slično se nalazi: J/a -j- J/6 — J/a — J/T = J/Ta — 2 J a 2 — b ; 


Ako je a — b potpuni kvadrat, mogu se s pomoću tih formula ovakt 
izrazi „ surdski binomi u pojednostavniti. Na pr. 


V 6 + J/ l 1 — J/e — J/l 1 = ]/ 12 - 2 J /25 = J/ 12 - 10 = ]/ 2 . 

Pojednostavni ove izraze: 

69. a) J/3 + J /'t ± 1 3 - J5, - 

b) ]/5 + J/24 ± ]/ 5 — J/24, 

70. a; J/3 + 2 J/2 ± J/3^ 2 J/2, 
b) j/ 9+2 J/T ± J/ 9—2 J/T 

71. ]/ a + b + J/a 2 + 2aZ> ± J/a + 6 — J a 2 +- 2aZ>. 

Zbrojimo li i odbijemo li jednadžbe: 

]/ a + J/T + J/a —J/T = J/ 2a + 2 J/ a 2 — Zt, 

I' a + J, b — J/ a — J / b = \ 2a — 2 y a 2 — Zt, dobivamo 



Ako je a- — b potpun kvadrat, mogu se s pomoću te formule izrazi 
oblika |/ Cl i \ b pojednostavniti. Na pr. 


vj+vt-V^+V- 


J/2 + 1. 


Pojednostavni ove izraze: 

72. a) ] 6 + J/11, b) 1/3 ± J/ 5, c> P 7 + 4 J 3, 

d) J/8 + 3J/T ] 6 + 2J/57 f) p28±5pr2. 

§ 31. Racionaliziranje nazivnika. Ako u nazivniku razlomka 
dolazi izraz pod znakom korijena, kažemo, da je taj nazivnik iracio¬ 
nalan. Često je zgodno, da se takav razlomak tako preudesi, da u 
nazivniku korijen više ne dolazi t.}. da nazivnik postane racionalan. 
To se može učiniti tako, da se brojnik i nazivnik zadanog razlomka 
pomnože zgodno odabranim brojem. Ako smo korijen iz nazivnika 
uklonili, kažemo, da smo nazivnik racionalizirali. 
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Razlikujemo ova 2 glavna slučaja: 

1 . Razlomak je oblika —-— 

J m 

1 /¥ 

Ako je m > n, pomnožit će se brojnik i nazivnik s j/ ^ m „ 


Tad imamo 


a c V b m ~ n __ a j/ 6 m ~ n . 

rn m _ fo 

]/b" ]/b m 


D • • • 5 V 3 2 

Primjeri, ^ 

a j/4 3 


V3 


2 J /42 

j/4 5 


42 =i 


16. 


Ako je m < n, tad će se „djelomičnim radiciranjem* ]/b n 

svesti na prijašnji oblik. 

5 _ 5 # 5 1 ^ / _ _ +— 

Primjer. __ — ^3 __ 3 __ 5 p6 2 _ 5 1/ , 


]/ 6 4 |/ 6 3 • 6 6 ]/ 6 


6 * 


36 


I 36. 


2. Razlomak je oblika ~ ^ y~q‘ Brojnik i nazivnik 

_ _ \ 

treba pomnožiti s m ]/ p ]/' q, pa dobivamo 


A (m ]/c 4 p q ). 
rri'n — p-q 

Primjeri. 

5 


m V n ± p V q ' 


= 5 (3 j/ 5 — 2 ]/ 3) = 5 (3 |/T — 2 + 3) _ 

3 VT + 2 V 3 " (3 V 5? - (2j/3p ~ 45 — 12 “ 

_ 5 (3 j/ 5 — 2 |/~3). 4 _ 4 (3 + ]/ 5) 


— 3 + }/ 5. 


33 ’ 3 — [/ 5 9 — 5 

Slično se može postupati, kad su eksponenti korijena u naziv¬ 
niku potencije broja 2 . 

Primjer. 

1---= 5 (J/T + 1/2) _ 5 (j/3 + J/ 2) (J/T 4- 2) 

J/ 3 -V 2 1+3-2 3-4 - 

= - 5 (j/T 4- 1/2) (1/T + 2). 

Postepeno može se također ukloniti iz nazivnika više kvadratnih 
korijena. 
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Primjer. 

2 __ 2 fl/3 4- V 2 — 1) _ 2 (]/3 +1/ 2 - 1 ) 

]/3" 4 - V'2" + 1 ~~ (1/3 4 - J /2) 2 — 1 3 4 - 2 J/T 4- 2 — 1 

2(1/3 4-1/2 — *) = 1/3 +1/2" - 1 = (1/3 4-1/2 —1) (2-1/ 6 ) 

4 4- 2 1/6 2 + 1/6 4 — 6 

= - y (1/3 +1/2-1) (2- 1/6). 


Zadatci. Učini, da nazivnik bude racionalan u ovim izrazima: 

1. a) |/y, 6) I r) | 3y, d) \ / a p e) J/f|. 

2. a) +*=, b) c) d) ~ —- c) — U —- 

• 1/2 J yv c) yr aj 5 1 / 2 ’ y c 1 d 

3 3 

„ . 2 ,, 1/25 . cl/6 5 .. 1 . o 2 

3* o) 3 > 6 ) 3 > ć) 3 > d) n , c) n 


\ 2 1/4 c 1+- l/c 1/c " _2 

c 


^ K + f ^ 17+T c; 


6 d y a b y a — b 


. \ 2 .. 3 

o. 0 ; . 6 ) 


, C) ... , d) 


\2 + l / 3’ / 3 4- 1/6’ 1 6 - 2’ c - 1/6 

. V'5 + 2 1/6 + 1/5 2 1/5 +3 1/2 

G - a) pr^- w 1 -i . 1 .V c; rpmi t 

( lj £.1 _6 + C 1 d e j m + n + 1 /ffl + c 


7 . c; 


s. c; 


9 . 0 ; 


cl/6+cJ/d /7Z + /2 — 1 m — n 

i ^ w v* 

1/5 - 1/5’ l/J/5 + 1/3 


1/3 


l 7 6 — 1/3 
2 


. bj 


! \/a -V'b c j 

ya + Vb 


4 - 1/5 


y 5 


, 6 ) 


1/5 -J/3 

4 ,94 4 


1/5 — 1/2 1 6+1/c 1 5 - 13 



































































#4 


10. a) 

c) 


_1_ u . V 2 4- |/ 3 — V 5 

V 2 V 3 + 2 } 2 -}- j 3 -f* |/ 5 

j/a - Vb + 1/T 

1 + V b + ]/ c 


§ 32. Potencije s razlomtjenim eksponentima. Ako je m 

n _ n __ m 

višekratnik od n na pr. m — kn, tad je ]/ a m — ]/a kn — a* — H". 

n m 

Dakle je u tom slučaju ]/a m — a". 

Određujemo, da ta jednadžba, koja je dosad vrijedila samo, 
kad je n bio višekratnik od m, a nije imala nikakova značenja, kad 
n nije bilo takovo, ima da vrijedi svagda , dakle bez obzira na to da 
li je n višekratnik od m ili nije. Za potenciranje nekog broja s 
razlomkom određujemo dakle ovo: 

Broj se razlomkom potencira , da se on brojnikom potencira i 
nazivnikom radicira. 

Svakako jest 

m n 

(a n ) n = a m , jer je (\/a m ) n — a m . 

m 

Ipak izraz a" smatrati za potenciju samo je onda od praktičke 
važnosti, ako se s tim izrazom može tako isto računati kao i s po¬ 
tencijama s cjelobrojnim eksponentom, a to je onda i samo onda, 
ako za računanje s tim potencijama vrijede isti poučci kao za ra¬ 
čunanje s cijelom eksponentima. Lako se može pokazati, da je tome 

m n _ 

doista tako. U tu svrhu treba mjesto a n staviti ]/a m , s dobivenim 
korijenom izvesti operacije, za koje je dokazano, da su dopuštene; 
pa onda opet prijeći na potencije s razlomljenim eksponentom. Na pr. 

m mr m n n nr_ _ mr 

1. a rt = a nr , jer je a n = \ / a m , a \ / a m = }/a™ = a ,tr (po 

m mr 

gornjoj definiciji). Dakle je a n = a nr . 

p n _ q _ nq _ nq _ nq 

2. a" • a i — \ a m • ] op - ]/a m< ' . ]/a n P — \ a™i + «p = 

m q + np m p 

= a nq === ci n + q # 

rn ni n rt _ n ni 

3 . a n • b n — ]/a m • \ / b' n = \'(aby n = (ab) n . 

Q _ <1 _ _ q _ 

m £_ 1 / m | / n J / n itq 

4. (a n )9 - \ (a n )p — | (ya m jp = [ = 

mp 

= a n< i i t . d. 
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Bilješka, Budući da se svi korijeni dadu shvatiti kao potencije s razlom¬ 
ljenim eksponentom, to su poučci o računanju s korijenima sadržani u onima 
9 računanju s potencijama. 

Zadatci. Čemu je jednako: 

1. a) 40\ b) (1)% c) (i)~% d) (l6 f ) f , e) (lb 5 ) ' 1 , 

f) 0,0016-f, g) (-0,027 yK h) (-343)7“? 

8. a). 0,0256^, b) (-216)“, c) - 216«, d) (-512)“ ? 

Napiši u obliku korijena: 

3. a) a*, bj nr, c) x~%, d) y _ s e) z"' 2 '\ f) ( a -f bf, 
g) (abf, h) (- mnj~K i) (a 3 — b a )~* t 
Napiši kao potencije s razlomljenim eksponentom : 


3 7 3 _ m 


4. 

a) \ a 

b) | /m\ c) \\ci 

+ b) 2 , 

d) y a 2m + in , 


1 

, a . 




e)> 4 
Va 

i) 5 
y b a 



Izračunaj: 




5. 

a) a' ■ 

as b) 2-! • 2“ • 2*. 

r 

1 C) a n ■ a q • a s ■ 


d) a * ■ 

b * ■ a-I • b*. 



6. 

36“ - 

h 2565 _ 125 ! + 49 0 ’ 5 — 

8 1 075 . 

r* 

4 . 

<49 ,r5 - 

- 81° 75 + 32 12 — : 

256 0375 

^ 0*5 

8. 

(t) 

! (4m) 

1 (w 

(0008)” s (0-0081) 

/ 

9. 

(a‘ + 

b*) (a* — a* b» -f 

bi). 


10. 

(2x* -f- 7x?) (3x5 _ 5x»). 



11, 

[(m - 

a)! + m } ‘ — «•!] \{m — 

n)! — nr- -j- ni J. 

12. 

(a- 1 - 

- b~ l ) : (a •' — ft - !) 



13. 

(a 2 — 

a^ x! — 2 a! x* -f- 

2x5) : 

1 i 

: a* x-. 

11. 

(10a « 

+ 15 a<" + 20 — 

8 a& - 

- 12 a' — 16 a - !”): 


• (2>5 

+ 3 a 1 ' -f- 4 a - !). 



15. 

a) [( 

a 4 b ' c ) ; ] 1 , b) j[- 

- 0-027)" Š J i j l . 


c) («" 


"ivrr-»T 

1«, 

[(,4 

s l V M 

- bf + (a - 


+ bf - (a - ft) 7 ]' j . 
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§ 33. Iracionalne jednadžbe. Jednadžba, u kojoj nepoznanica 
dolazi pod znakom korijena, zove se iracionalna. Dolazi li u iracional¬ 
noj jednadžbi samo jedan korijen, ona će se učiniti racionalnom, da 
se korijen izolira na jednoj strani prenijevši racionalne članove na 
drugu stranu, a za tim se jednadžba potencira eksponentom korijena. 

Primjer. x -f ]/x 2 4 - 3 = 1, 

[/ -j- 3 = 1 — x, ' 

x 2 + 3 = 1 - 2x + x 2 . 

2 x = — 2 , x = — 1 . 

Pokus: — l-j-J/4 = — 1 -f- 2 = 1 . 

Dolazi li u iracionalnoj jednadžbi više korijena, oni se mogu 
ukloniti tek ponovnim potenciranjem. 

Primjer. |/x — 9 4 V x + 12 = V'x — 4 -j- \/x -j- 3.’ Kva- 
driramo li tu jednadžbu, dobivamo: 

x - 9 + 2 J/.x 2 +3x—108 + x + 12 = x- 4 + 2p'x s —x—T2 4x43,. 

2 j/x 2 + 3x— 108 = 2 J44-444T2 — 4. 

Dijeljenjem s 2 izlazi: 

V x 2 4- 3.v — 108 - J/x a — x — 12 - 2 . 

Ponovnim kvadriranjem dobivamo: 
x 2 + 3x — 108 = x 2 — x — 12 — 4 |x 2 -x — 12 4 4 
ili 4 }/ x 2 — x — 12 = — 4x 4 100, 
j/x 2 - x — 12 = — x + 25. 

Ako je opet kvadrirano, dobivamo: 

x 2 — x - 12 = x 2 — 50x + 625, 

49x — 637, x = 13. 

Pokus. \ 4 + }/25 = y~9 4 J 16 ili 2 4 5 = 3 4 4. 

Bilješka. Kod razrješavanja iracionalnih jednadžbi treba biti osobito 
na oprezu. Kad se neka jednadžba kvadrira, nova jednadžba ne mora 
biti ekvivalentna sa zadanom, već može biti ekvivalentna s jednadžbom., 
koja izlazi iz zadane, kad se u zadanoj jednadžbi znak korijena za¬ 
mijeni protivnim znakom. Tako se mogu dobiti korijeni, koji ne za¬ 
dovoljavaju-zadanoj jednadžbi. Zato se treba u svakom slučaju pokusom 
uvjeriti, da li nađeni korijeni zadanoj jednadžbi doista udovoljavaju. 
Razriješimo li na pr. jednadžbu ]/x 2 4 8 — x — 4 , dolazi¬ 
mo do korijena x = 1 , ali taj korijen toj jednadžbi ne udovoljava, 
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već udovoljava jednadžbi — j/x 2 -f- 8 = x — 4. Jednadžba }/x 2 4 8 = 
= x — 4 nema korijena. Slično kad bismo razriješili jednadžbu 

_ * 5 

2x-\-2 ]/x 2 — 1 = 1 , dobili bismo za x vrijednost x = ali ta 
vrijednost nije korijen te jednadžbe već jednadžbe 2 x — 2]/x 2 — 1 = 1 . 
Zadana jednadžba nema korijena. 

Zadatci. Razriješi ove iracionalne jednadžbe: 1. a ) 7 ^/3jc- j— 
4 14 = 56, b) 4 ]/3x — 5 = 31, c) 2 |/9 — x = 3 ]/x 4 4, 

d) 6 ]/9x — 14 = 7 ]/ 5x +11, e) ||/lOx 44 = 6 , 

f a — x “ a — 2x 

2. a) ]/ 2 x — 11 = ]/x — 1 , b) ]/x 4 6 = J /2 — }/4, 
c) Vx 4 a = ]/ x 4 ]/' b, d) \ax 4 b — \'ax — 6 . 

3. a) J/x + 6 -f ]/x — i = 7, 6 ) \ x + 1 + ]/x4 13 = 6 , 

c) ]/9x 4 10 -f 3 J/x^2 = 14, d) ]/4x + 1 — }/xT3 = J/x — 2, 

e) ]/x -f- 4 + ]/x — 4 = 2 ]/x — 1 . 

4. a) Vx + 6 -f- ]/x — 1 = y4x +7, b) J/ 4x 4 5 4 
4- V 9x — 20 = 5 J/x — 1. 

5. a) j/x 4 5a 2 = 4a — J/x — 3a-, 6 ) ]/x -j- a 2 4 J/x -)- 6 2 = 
= a 4 ž>. 

6. a) a + ]/4x 2 — ax — a 2 = 2x, 6) J/ 4x — 3a — J/x -)- 6a = 

= ]/x — 3a, c) \/a x a — Vx = \/x. 

7. a) ]/17 + Vx^% = 5, 6 ) ]/l3 - ]/4~-\- l/T = ]/lO, 

c) J/x 2 —- x = 2b — a. 

8 . a) |/a — x 4 |/6 — x = J/ a -j- b, 

b) ]/a — x 4 - x = 

9. ]/ x — 6 2 — }/ x — a 2 = a — 6 . 

Razriješi ove sisteme jednadžbi: 

10. 6 |/x — 7 j/y = 9, 7 J/x - 6 J/jT = 17. 

11. 2 ]/x + 7 + 3 1 /jr=9 = 9, 3 Vx + 7 4 5 \/y^9 = 14. 

12. ]/ 6 x — 5 = \'y 4 7, 2x — y = 4. 


Stjepan Škreblin, Aritmetika i algebra za V. r. sr. škola 
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13. J/4x 2 — 8 y — 23 = 2x - 3, ]/y 2 — 3x + 2 = y — 2. 

3 3 

14. 3 \/4x - 4 -f 2 V 6jT+Tl = 22, 

3 3 

4 ]/4x — 4 — 3 j/6j/ + 11 = 1. 

§ 34. Konstrukcija drugih korijena iz cijelih pozitivnih bro¬ 
jeva. Drugi se korijen iz cijelog pozitivnog broja n može lako konstruirati. 
U tu je svrhu potrebno, kako nam je iz geometrije poznato, da nad 
dužinom n -f- 1 nacrtamo polukružnicu i u djelištu 1 uzdignemo oko¬ 
mica do polukružnice (si. 7.). Ako tu okomicu označimo s x, po po¬ 
znatom je poučku o visini pravokutnog trokuta x 2 = n • 1, dakle x = J/n. 
Dade li se n rastaviti u dva faktora a i b, možemo konstruirati |/h 
također tako, da nacrtamo polukružnicu na dužinom a -j- b i u dje¬ 
lištu a nacrtamo okomicu do polukružnice. 



Izraz ]/n može se konstruirati također tako, da se nacrta polu- 
kružnica nad dužinom AB = n, na n počevši od A nanese se du¬ 
žina 1 ; kateta AC = b pravokutnog trokuta ABC (si. 8.). kojoj je projek¬ 
cija na hipotenuzu jednaka 1, jednaka je \/n, jer je po poznatom 
poučku b 2r = n ■ 1 i odatle b — J//z. 

Drugi korijeni iz cijelih pozitivnih brojeva mogu se konstruirati 


i postepeno. Najprije se konstruira ]/ 2 kao diagonala kvadrata stranice 
1 ; zatim se na jednu krajnju točku te diagonale 
nanese dužina 1 kao okomica i njena krajnja točka 
spoji s drugom krajnjom točkom diagonale; hipo- 
tenuza dobivenog pravokutnog trokuta jest J/3~; 
slično se dobiva dalje redom J/4, J/5, J/6J t. d. 
Samo je po sebi jasno, kako će konstru¬ 



irati drugi korijen iz nekog razlomaka t. j. iz j/^. 
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Zadatci. Konstruiraj: 

1. a) J/3 ~_b) J/5 }_c) J/77 d) J/IO, e) ]/U, f) \/U, 
g) J/15, h) yjs. 

2. a) V 2 + \/ 3, b) ]/ 5 + J/ 7, c) J/lO — J/5, 
d) J/15 — J/T 

4. a) y 1-|, b) | 2y, c) \'i\, d) j/7|. 

§ 35. Dekadski brojni sistem. Brojevi, s kojima redovno raču¬ 
namo, napisani su u dekadskom brojnom sistemu t. j. u obliku polinoma 
poredana po padajućim potencijama broja 10 i komu su koeficijenti 
znamenke 1,2 .. • 9 ili 0. Kod običnog pisanja brojeva potencije broja 
10 se ne pišu, jer se one razumijevaju prema mjestu svake znamenke. 
Tako je na pr. 32768 = 3 • IO 4 + 2 • IO 3 + 7 • IO 2 + 6 • 10 + 8. 
Opći je oblik cijeloga broja N napisana u dekadskom brojnom sistemu 
N = a n 10” -J- a n — j 10„ _ x -j- ... ^ 10 -j- a n , 
gdje a 0 znači broj ili znamenku jedinica, a x broj ili znamenku dese¬ 
tica, a 2 broj ili znamenku stotica i t. d. Cio broj napisan u dekadskom 
brojnom sistemu imat će za jednu znamenku više nego li eksponent 
najviše potencije od 10. 

Računanje s dekadskim cijelim brojevima zapravo je računanje 
s polinomima poredanim po potencijama od 10, ali treba uzeti u obzir, 
da koeficijenti tih potencija ne mogu biti veći od 9. Čim bi koefi¬ 
cijent koje potencije od 10 bio veći od 9, on već sadržava jednu ili 
više dekadskih jedinica višega reda, pa se zato mora broj tih dekad¬ 
skih jedinica višega reda pribrojiti koeficijentu slijedeće više poten¬ 
cije od 10 t. j. slijedećoj znamenci. 

Tako na pr. zbrajanje dekadskih brojeva izlazi neposredno iz 
zbrajanje polinoma. Kod zbrajanja dekadski se brojevi napisu tako 
jedan pod drugi, da koeficijenti jednakih potencija od 10 t. j. znamenke 
iste mjesne vrijednosti budu točno jedna ispod druge; zatim se po- 
čn.u zbrajati znamenke iste mjesne vrijednosti; ako je zbroj kojih 
znamenaka jednak 10 ili je veći od 10, njegove se desetice t. j. broj 
viših potencija od 10, što ih on sadržava, pribroje odmah slijedećim 
višim jedinicama. Zbog tog prenošenja viših jedinica zbrajanje se 
počima s najnižim mjestom. 

Slično kao zbrajanje tumači se i odbijanje. Imade li u minuendu 
kojih jedinica više nego li u suptrahendu, treba uzeti u minuendu 
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jednu jedinicu više mjesne vrijednosti t. j. jednu višu potenciju od 
10 i pribrojiti je jedinicama niže mjesne vrijednosti, da odbijanje bude 
moguće. Ali se običnije služimo poučkom, da se razlika ne mijenja, 
ako se u minuendu i suptrahendu koji broj (u našem slučaju koja de¬ 
kadska jedinica) doda. 

1 množenje cijelih dekadskih brojeva, kako se to izvodi na poz¬ 
nati način, skraćeno je pisanje za množenje polinoma s polinomom. 


Na pr. neka se pomnoži 789 s 354: 

789 • 354 = (7.10 2 4- 8 10 + 9) (3-10 2 + 5 10 + 4) = 789 354 

2-IO 5 + 3-10 4 + 6 10 3 + 7T0 2 2367 

310 4 4 9* 10 3 4 4’10 2 4 5i0 ili kraće 3945 

3 10» 4 l-10 2 + 5-10 4 6 3156 

2-IO 5 4 710 4 + 9-10 3 + 3T0 2 4 0-10 + 6 279306 


Produkt dvaju višeznamenkastih dekadskih brojeva može se 
izračunati tako, da se ne pišu uopće pojedini parcijalni produkti, već 
se redom izračunavaju u glavi i koeficijenti jednakih potencija od 10 i 
njihovi zbrojevi, pa se onda pojedine znamenke produkta pišu nepo¬ 
sredno. U pređašnjem primjeru dobivamo direktno 789 • 354 = 279306. 
Govori: 4 puta 9 jest 36, 6 ; 4 puta 8 jest 32 i 3 jest 35, 5 puta 

9 jest 45, 45 i 35 jest 80, 0; 4 puta 7 jest 28 i 8 jest 36, 5 puta 8 
40 i 36 jest 76, 3 puta 9 jest 27 i 76 jest 103, 3; 5 puta 7 jest 35 i 

10 jest 45, 3 puta 8 jest 24 i 45 jest 69, 9; 3 puta 7 jest 21 i 6 jest 27. 

I dijeljenje cijelih dekadskih brojeva, kako ga obično izvodimo, 
jest dijeljenje polinoma s polinomom samo pisano u skraćenom obliku.. 
Na pr. neka se podijeli 279306 s 354. Imamo 27S306 : 354 — 

(2 • 10H-7 • 10 4 49 • 10 3 43 • 10 2 40 • IO 46 ) : (3 • 10 2 45 • 1044) = 

7 ■ 10 2 48 • 1049. 

2 • 10'44 • 10 4 47 • IO 3 48 • IO 2 


3 • 10 4 -H • 10 3 45 • I0 2 40 -10 
2 • 10 4 48 • 10 3 43 • 10 2 42.10 


3 • 10 3 -H • 104-8 • 1046 
3 • 10 3 41 • 10 2 48 • 1046 


ili kraće 

279306 : 354 = 789 
3150 

3186 

0 


Također se potenciranje i radiciranje cijelih dekadskih brojeva 
osniva na korespondentnim operacijama za polinome. 

Decimalni su brojevi također skraćeno napisani polinomi poredani 
po padajućim potencijama od 10, samo što dolaze i negativne po- 


101 


tencije od 10 i to same, ako je broj manji od 1, inače i pozitivne i 
negativne potencije. Na pr. 0-256 = 2 • 10“ 1 4 5 • 10 _ 2 4 6 • 10 _ 3 ; 
0-0045 = 4 • 10- 3 4 5 • 10- 4 ; 437-564 = 4 • IO 2 4 3 • 10 4 7 4 
45 • 10“ '46 • IO -2 44 • IO -3 . Općenito se može decimalni broj 
N napisati u obliku 

N = a n 10" 4 a„ - , 10" “ 1 4 • • • a, IO 2 4 4 10 4 a 0 4 a~ 1 * 
- 10“ 1 4 a- 2 10- 2 4 a- 3 10- 3 4 . . . 4«- m 10“ m . 

Budući da su i decimalni brojevi polinomi, to se oni zbrajaju i 
odbijaju kao cijeli brojevi, samo treba paziti na to, da se početak 
decimalnih mjesta u zbroju odnosno u razlici označi točkom. 

Da se obrazlože pravila za množenje i dijeljenje decimalnih bro- 

A 

jeva, zgodno je predočiti ih u obliku decimalnog razlomka y^, gdje 

je A cijeli dekadski broj. Na pr.: 

4256 64 

4 - 256 = yQ 3 1 00064= Iz tog oblika izlazi: 

a) Decimalni broj ne mijenja svoje vrijednosti, ako mu dopišemo 
povoljni broj nula, jer je 

A A • 10" 

10 " — 10 " + r ' 

£S) Decimalni se broj množi s 10, 100, 1000,.. ., da se decimalna 
točka pomakne za 1, 2, 3, . . . mjesta nadesno , jer je 
A A • 10 r A A 

W 10r = io" = To^- Broj To^ ima za r manje decimalnih 
A A 

mjesta od ■ t. j. on nastaje iz ako se decimalna točka pomakne 
za r mjesta na desnu stranu. 

Na pr. 45-6324 • 10 3 = 45632-4; 4 56 • 100 = 456. U drugom je 
primjeru točka izostavljena, jer je postala suvišnom. 

7 ) Decimalni se broj dijeli s 10, 100, 1000, . . ., da se deci¬ 
malna točka pomakne za 1, 2, 3, mjesta ... na lijevu stranu, jer je 
A A A 

J 0 ^ : 10 r = jqT+F- Br °j |Qn + ? ima za r više decimalnih mjesta 
A A 

od broja t. j. on nastaje iz broja y^, da se decimalna točka po¬ 
makne za r mjesta na lijevu stranu. 

Na pr. 2346-523 : 1000 = 2 346523; 4572 : 1000 = 0-004572. 
A B 

Ako su sad = 7 =, r, = =- dva decimalna broja, bit će nji- 
1U" lu v 

AB 

hov produkt r, r 2 = "jop^T- Odatle izlazi, da se decimalni brojevi množe 
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kao i cijeli brojevi, samo se u rezultatu odreže p -\- q toliko 
decimalnih mjesta, koliko ih imade u multiplikandu i multiplikatoru 
zajedno. 

A 

Treba li podijeliti decimalni broj r, = s cijelim brojem 


r 2 •= B, to je : B = t. j. decimalni se broj dijeli 

s cijelim brojem, da se izvodi dijeljenje kao u cijelih brojeva, samo se u 
kvocijentu odreže toliko decimalnih mjesta, koliko ih imade u divi¬ 
dendu ili što je isto, da se u kvocijentu stavi decimalna točka prije 
nego što se uzmu u obzir desetine dividenda. 


A B 

Ako su pak i dividend r i = jqp * divizor r, = decimalni 


r A 

brojevi, bit će — = : 


B A : B 


10 P ' 10 ? 10 P -« 10 p-i 


10 ? 

— : B, ako je p > q ili 


A_d_ 


10 ? 


A • 10? - * : B, ako je q > q. Ako je q = p, onda 


. r x A 


U svakom slučaju treba dakle dividend i divizor pomnožiti s 10? 
t. j. u dividendu i divizoru pomaknuti decimalnu točku za toliko mjesta 
nadesno, koliko ih imade u divizoru. Time je divizor postao cio broj, 
pa se onda postupa dalje kao i prije. 


Potenciranje i radiciranje decimalnih brojeva izvodi se. kao u 
cijelih brojeva, samo se u rezultatu ima označiti potreban broj deci¬ 
malnih mjesta. 


Zadatci. Izračunaj napisavši uvijek brojeve kao polinome pore¬ 
dane po potencijama od 10. 


1. a) 27485 -j- 3649 -j- 47564, b) 2587694 -j- 326275 -j- 567987, 
c) 235412 + 316485 + 562479 + 4458769. 

2. a) 36584 — 8749, b) 157584 - 77356, c) 449352 — 174563. 

3. a ) 4795 • 789, b) 7564 • 326, c) 8785 • 6569. 

4. a) 71424:576, b) 485648: 956, c) 823543: 343, d) 331776:1296- 

5. a) 2T l , b) 48-, c) 87 2 , d) 234 2 , e) 526 2 , f) 794 2 , g) 2342 2 , 
h) 6485 2 , i) 58756 2 . 

6. a) 56 3 , b) 75 3 , c) 96 3 , d) 125 3 , e) 278 3 , f) 479 3 , g) 897 3 , 
h) 2048 3 , 0 5764 3 . 

7. a) 1/2304, b) 1/5184, c) ]/ 15625. d) 1/65536, e) j/267289, 
/) 1/822649, g) 1/32581264, h) 1/84768849, i) 1/16777216. 


103 


3 3 * 3 3 

8. a) j/6859, b) j/373248, c) j/421875, d) 1/884736, 

3 3 3 

e) j/873722816, f) j/7483530816, g) 1/1544804416: 

Izračunaj ne potpisavši parcijalnih produkata: 

9. a) 742 • 38, b) 31584 • 693, c) 4835 • 478, d) 5684 • 3756. 

Izračunaj obrazloživši računski postupak: 

10. a) 2-7426+0-00645+ 365-203, b) 0-06285 + 25-43 + 5-62897. 

11. a) 0-04689 — 0-0079653, b) 2-756 — 1 987604. 

12. a) (0045 + 00058) • IO 3 , b) (7068 — ^) • 10' 5 . 

13. a) 0 0625 • 0 00256, b) 4'3245 • 7-78901, c) 562-32 • 0 0125 • 

• 1280, d) 0 0004 • 0 0005 • 0 0006. 

14. a) 342-685 • 456-4934, b) 0 00684 • 0-000487. 

15. a) 75-454:8, b) 684-795:48, c) 0 0000548:11 ,d) 74862-45:36. 

16. a) 51-84 : 0 00144, b) 4-225 : 0-00325, c) 0-18634 : 0 0077, 

d) 655-36 : 0-00256. 

17. a) 0-02 2 , b) 0-0024 2 , c) 206 ž , d) 25-45,6 2 , e) 48 006 \f) 0-004536 2 . 

18. 'a) 0 005 3 , b) 0 024 s , c) 0-0069 3 , d) 0’275 3 , e) 3 56 3 , 

f) 54-27 3 , g) 0 03069 3 . 

19. a) 1/47+T, b) 1/9-4864, c) 1/78-1456, d) 1/0 0032524209, 

e) 1/000390625. 

3 3 3 3 

20. a) 1/0 001331+; 1/205-379, c/1/96-702579, d) 1/0 000389017, 
e) 1/0 000318611987. 


§ 36. Grafičko predočivanje funkcija y = ax 2 i y — x 3 . 

Da^razaberemo, kako se može konstruirati slika funkcije y = ax 2 , 
konstruirat ćemo najprije funkciju y — x 2 , koja iz gornje funkcije 
izlazi za vrijednost od a = l. Niz nekih pripadnih vrijednosti između 
x i y = x 2 jest 


X 

0 

H 

± 1 

±1 

2 

± 2 

±4 

± 3 

j y 

0 

i 

4 

1 

9 

4 

4 

25 
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Uzevši na pr. 1 cm za jedinicu dužine označimo u pravokutnom 
koordinatnom sistemu točke, kojima su apscise gornje vrijednosti 
od a ordinate pripadne vrijednosti od y i spojimo ih. Tako do¬ 
bivamo sliku funkcije y = x 2 . Ta će slika biti to točnija, što smo 
odredili veći broj pripadnih vrijednosti od x i y. Razabiramo, da 
protivnim vrijednostima od x pripadaju jednake vrijednosti od 
krivulja y = x 2 simetrična je s obzirom na os y ili os y je os si¬ 
metrije te krivulje. Obje se simetrične grane, na koje os y dijeli krivulju, 



protežu u beskonačnost, jer kad x poprima sve veće pozitivne ili 
po apsolutnoj vrijednosti veće negativne vrijednosti, y poprima sve 
veće vrijednosti uvijek jednake kvadratu od x. S drugim riječima: 
lim (x 2 ) — oo, lim (x 2 ) = oo, 

x = oo x == — oo. 

Krivulja dira os x u ishodištu, koje jest vrh ili tjeme krivulje. 
Ona leži sasvim iznad tangente u ishodištu ili osi x. Konveksna strana 
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krivulje okrenuta je prema dolje. Ta se krivulja zove obična ili Apo- 
lonijeva parabola. Ako je krivulja točno nacrtana, može se u području, 
u kome je ona nacrtana, odrediti približno kvadrat bilo kojeg broja 
u tom području. 

Krivulja y = ax i (a > 0) dobiva se iz parabole y = x 2 , ako 
se ordinata svake njezine točke promijeni u omjeru 1 : a. Za razne 
vrijednosti od a dobivamo parabole, koje s parabolom y = x ž imadu 
zajednički vrh u ishodištu, te im je svima os y os simetrije. Kad je 



a > 1 i sve jače i jače raste, krivulje bivaju sve uže i uže. Ako je 
pak a < 1, te se sve više i više umanjuje, krivulje bivaju sve šire 
i šire. Za svako a > 0 jest 

lim (ax 2 ) = oo, 
x = OO i 
lim (tfx 2 ) = oo, 

X = — oo. 

Slika 11. nam predočuje krivulje y — \x-, y — x 2 , y — 3x 2 . 

Ordinate krivulje y = — x 2 za istu apscisu protivne su ordina- 
tama krivulje y — x 2 . Zato je ta krivulja simetrična prema krivulji 
y = x 2 s obzirom na os x t. j. njezin je vrh također u ishodištu, os y 
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joj je os simetrije, ali je okrenuta prema dolje. Krivulja y = — x 2 
okreće dakle svoju konveksnu stranu prema gore. 

Slično kao krivulje y = ax 2 , gdje je a pozitivno, iz y = x 2 , 
crtaju se krivulje y = ax 2 , gdje je a negativno, iz y = — x 2 . 

Krivulja, koja predočuje funkciju y = x 3 nacrtat će se sasvim 
analogno kao y = x 2 . Niz nekih pripadnih vrijednosti od x i y jest- 


X 

3 

2 

— 1 

1 

2 

0 

1 

2 

1 

3 

2 

y 

27 

8 

1 

— 1 

1 

8 

0 

1 

8 

1 

27 

8 


Spojimo li točke, koje pripadaju tim vrijednostima od x i y. 


dobivamo krivulju, koja je slika 
funkcije y = x 3 . Ta se krivulja 
zove kubna parabola. 

Budući da protivnim vrije¬ 
dnostima od x odgovaraju pro¬ 
tivne vrijednosti od y, to je ta 
krivulja centrički simetrična s 
obzirom na ishodište. I ta se 
krivulja proteže s obje strane u 
beskonačnost, jer sve većim po¬ 
zitivnim vrijednostima od x od¬ 
govaraju sve veće pozitivne vri¬ 
jednosti od y, po apsolutnoj 
vrijednosti sve većim negativnim 
vrijednostima od x po apsolutnoj 
vrijednosti sve veće negativne 
vrijednosti od y uvijek jednake 
kubu od x. T. j. 
lim x 3 = oo, lim x 3 = — oo, 

x = oo, x '= - oo. 

Razabira se također, da 
kod kubne parabole ordinate 
rastu mnogo brže negoli kod 
parabole y — x 2 , kad je |x| > 1. 

I ovdje se dadu iz y — x 3 la¬ 
ko nacrtati parabole y = ax s , gdje 
je a pozitivan ili negativan broj. 
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Zadatci. 1. Nacrtaj krivulje: y = 2x 2 , y = 4x 2 , y — 6x 2 , 
= 10x 2 . 

1 2 1 » 

y = -j x > y = ~4 X > 

* 

y =— 3x 2 , y = — 6x 2 , 

1 , 1 „ 

y — — -j x , y = — -j x . 

5. Put kod prostog pada dan je formulom s = ~t 2 . Predoči tu 
funkciju grafički (g — 10). 

6. Nacrtaj krivulje: y = 2x 3 , y — 3x 3 , y — 4x 3 , y — -^x s , 
y — ^-x , y = —x 3 , y = ~rX i . 

O O 

7. Nacrtaj krivulje: y — x 3 , y — — 2x 3 , y — — 3x 3 , y = — 4x 3 , 
1 3 1 „ 2 .. 1 „ 

y — — ~2 X ’ y = ~ ~3 x ’ y = ~ Y X ’ y== ~ ~ 4 X - 

§ 37. Grafičko predočivanje funkcije y = 2 X . Da grafičko pre¬ 
dočimo funkciju y = 2 X , odredimo niz pripadnih vrijednosti od xi y. 
Nalazimo 


X 

! 

— 3 

— 2 

1 

— 1 

0 

1 

2 

3 

04 

II 

1 

8 

1 

4 

1 

2 

1 

2 

4 
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Iz slike izlaze ova svojstva fukcije y — 2 X : 

1) Kad x raste, funkcija 2 X također raste, te ostaje beskonačno 
velika zajedno s x: T. j. 


lim 2 X — oo, 

X = oo. 

2) Kad x raste po apsolutnoj vrijednosti, ali ostaje trajno nega¬ 
tivno, funkcija y = 2 X umanjuje se, te se približava nuli kao granici. T.j. 

lim 2 X = 0, 


y 

y 


2. Nacrtaj krivulje: y 

1 


= ^-x 2 , 


- -Y 

10 


3. Nacrtaj krivulje: y — 
— 10x 2 . 


— 2x 2 , 
2 


4. Nacrtaj krivulje: y— - 5 -x 2 , 


^ = -To x 


X — OO 



















































































Na slici nacrtane su uz y — 2 X također funkcije y = 3 X , 

y = (-|)> y = (y)> fy)’ y = (y)- Razliku i te funkcije 

prema tomu, da li je njihova baza pozitivna i veća od 1 ili je pozi¬ 
tivna i manja od 1 i kaži, kako se one mijenjaju, kad se x mijenja. 
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